	1. Der Maple-Syntax - grundlegende Elemente 


	Symbol
	Beschreibung
	Beispiel
	Maple Rückgabe (Output)

	;
	Abschluß eines Befehls + "Return" 
= "Execute"-Anweisung an den Maple-Engine + drucke Output.
	x*y;
	x y

	:
	wie oben, allerdings ohne explizite Maple-Output-Darstellung 
	x*y:
	

	:=
	Wertzuweisung
	a := 3; 
a;
	a := 3 
3

	+, -, *, / 
	Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division.
Priorität der Operatoren beachten, ggf. Klammern (..(..)..(..)...)
	1 + 1; 
7-3*4/2; 
12/3; 
7/3;
	2 
1 
4 
7/3

	^ oder **, sqrt()
	Potenzieren (hoch), Quadratwurzel 
	2^3; 
sqrt(2); 
2^(1/2);
	8 
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	evalf();
	Darstellung als Gleitkommazahl
	evalf(7/3); 
7./3;
	2.333333333 
2.333333333

	x,X
	Groß- und Kleinschreibung werden unterschieden 
	x:=7; 
x; 
X;
	x := 7 
7 
X

	e,I,Pi
	Achtung: Die Eulersche Zahl e muss als exp(1) eingegeben werden; Komplexe Zahlen; Pi;
	exp(1); 
2 + 3*I; 
I^2; 
evalf(Pi);
	e 
2+3I 
-1 
3.141592654

	%, %%%
	Verwende den zeitlich letzten (bzw. vorvorletzten) Output des Maple-Engines (mit Umsicht verwenden!!! 
	%; 
b=%%%;
	3.141592654 
b=-1

	alpha etc.
	explizite Texteingabe für griechische Symbole -> Darstellung als Symbol
	alpha; 
Gamma;
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	Digits
	Einstellung der numerischen Genauigkeit; letzte Stelle wird automatisch gerundet 
	sqrt(2.0); 
Digits := 15: sqrt(2.0); 
evalf(sqrt(2),20);
	1.41421562 

1.41421356237310 
1.4142135623730950488


2. Einfache Beispiele zum Formelsyntax 

1. Wertzuweisung 

> a:=2; k := x*y -y^2; 
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> p := a/k; 

[image: image7.png]



2. Wertzuweisung aufheben 

> a := 'a'; 

[image: image8.png]



3. Jetzt ist a wieder eine unbelegte Variable, der Wert des (später definierten) Ausdrucks p wurde jedoch dadurch nicht beeinflusst: 

> p; 

[image: image9.png]Ty




4. Dem Ausdruck p wird nun ein anderer algebraischer Wert zugewiesen: 

> p := a*a/k; 

[image: image10.png]



und mit diesem weitergerechnet, z.B. durch eine 

5. algebraische Vereinfachung 

> simplify(p); 

[image: image11.png]ylxz-y)




6. Verwandlung eines algebraischen Ausdrucks in eine Funktion 

> f:= unapply(p,x); 
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Ty




> f(x); 
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> f(3); 

[image: image14.png]Jy-y




7. direkte Funktionsdeklaration 

> f := x -> 3*x^2 -7*x +2; 

[image: image15.png]feroirt-Trel




8. Lösen von 1-dim. Gleichungen (z.B. Nullstellensuche) 

> solve(f(x)=0,x); 

[image: image16.png]



9. Ableiten nach einer Variablen 

> diff(f(x),x); 
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10. Integration über eine Variable 

> int(f(x),x); 
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> int(f(x),x=0..4); 

[image: image19.png]16




11. Funktionsskizze 

> with(plots):plot(f(x),x=-1..3.33); 

[image: image20.png]



12. Substitutionen 

> g := t -> subs(x=t^2,f(x)); 

[image: image21.png]o=t abs(z= £ (x)




> g(t); 

[image: image22.png]i 7dh2




> plot(g(t),t=-1..3,g=-3..12,labels=["Zeit","g(t)"]); 

[image: image23.png]



> solve(g(t),t); 

[image: image24.png]NS YOm0




> evalf(%); 

[image: image25.png]1.414213562, -1.414213562, 5773502693, - 5773502693





13. Restart (alle bisherigen Eingaben im Maple-Engine zurücksetzen) 

> restart; 

3. Objekte und Variable 

Zur einfacheren Handhabung werden in Maple üblicherweise den mathematischen Objekten Namen zugewiesen. 

1. Syntaktisch setzt sich ein Name aus einem Buchstaben, dem eine oder fast beliebig viele (auf 32 bit Betriebssystemen bis zu 524271) weitere Buchstaben, Zahlen oder _ (Underscores) folgen dürfen. 

2. Groß- und Kleinschreibung werden unterschieden. 

3. Bestimmte Namen sind in Maple bereits fest vergeben (z.B. I, Pi, gamma, infinity, true, false, abs, erf...) 

4. Für weitere Details siehe beispielsweise 

> ?name 

> ?ininame 

> ?inifcn 

oder über Menü: Help -> Mathematics... -> General Information... -> name bzw. ... -> initially known names bzw. ... -> initially known functions. 

Wertzuweisungen (engl. "assign" und "unassign")

Merke:

> :=
wird zur dauerhaften Zuweisung von Werten an Variable verwendet ("assign"). Äquivalent dazu ist 
> assign(x=ausdruck)
wobei x als Platzhalter für eine beliebige Variable verwendet wurde. 
> x:='x';
ist geeignet um eine vorherige Wertzuweisung (hier wiederum beispielhaft an x) wieder aufzuheben ("unassign").
> unassign('x');
hebt ebenfalls eine vorherige Wertzuweisung an x wieder auf.
> restart;
hebt sämtliche Wertzuweisungen in dem aktuellen Maple-Engine auf.
> subs();
führt nur eine vorübergehende Variablensubstitution durch. Dadurch können mathematische Ausdrücke ausgewertet werden, ohne dass die darin benutzten Variablen dauerhaft verändert werden.

4. Definition von Funktionen 

Abgrenzung: mathematischer Ausdruck gegen Funktion

Grob betrachtet kennt Maple, wenn man z.B. eine einfache mathematischen Funktion z.B. eine reelle Funktion f(x), die nur von einer reellen Variablen x abhängt, vereinbaren möchte, zwei unterschiedliche syntaktische Möglichkeiten. 

Zum einen lässt sich in Maple ein mathematischer Ausdruck durch eine einfache Wertzuweisung vereinbaren.
Hierzu ein einfaches Beispiel: 
> f := x^2 -3*x +2; 
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> plot(f,x); 
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Durch die Angabe dieses "rohen" Plot-Befehls erhält man eine schnelle Skizze des Kurvenverlaufs. Defaultmäßig wird als Abzisse immer der Bereich zwischen [-10..10] gewählt und die Ordinate automatisch angepasstt.
Auf diese Art wurde jedoch kein funktionaler Zusammenhang zwischen f und x geschaffen, wie er in der Mathematik in der Funktionsschreibweise f(x) verwendet wird. In dem obigen Beispiel kennt Maple die Darstellung f(x) nicht, weil noch kein funktionaler Zusammenhang hergestellt wurde. f(x) ist deshalb nicht definiert. Will man sich z.B. den Funktionswert an der Stelle x=2 berechnen, so ist dieser nicht über 

> f(2); 

[image: image28.png]K2 - Ix(2)+2




berechenbar. Statt dessen muss man ein Hilfskonstrukt verwenden, das immer eingesetzt werden kann, wenn in einem Ausdruck selektiv der Wert von Variablen durch einen Zahlenwert belegt werden soll. In dem folgenden Beispiel ersetzt man(engl. subsitute) in dem mathematischen Ausdruck f den Wert von x durch 2: 

> subs(x=2,f); 

[image: image29.png]



Zur Erinnerung: durch das subs() Kommando werden x und f selbst nicht verändert. 

Will man sich einen echten funktionalen Zusammenhang schaffen und Funktionen definieren, so hat man in Maple dazu grundsätzlich 3 Möglichkeiten, die im folgenden kurz vorgestellt werden. 

Definition von Funktionen durch Schaffung eines funktionalen Zusammenhangs 

Um einen funktionalen Zusammenhang zu definieren, kann man einerseits den den Zuweisungsoperator verwenden: 

> g_op := x -> 5*x+3; 
[image: image30.png]gop=x—5x+13




oder man kann aus einem zugewiesenen Ausdruck einen Operatorausdruck (funktionalen Zusammenhang) schaffen. Der dazu notwendige Befehl lautet unapply() und enthält im allgemeinen Fall als Argumente den Funktionsausdruck gefolgt von den Variablen: unapply(expression,x,y,...). Zum Beispiel läßt sich der Funktionsausdruck f von in ein f(x) mittels 

> g_un := unapply(f,x); 

[image: image31.png]



umwandeln. Alternativ kann man als dritte Möglichkeit eine funktionale Abhängigkeit einer Funktion mit Hilfe einer sogenannten Prozedur (engl. "procedure") schaffen 

> g_pr := proc(x) -x^3+4*x+1 end; 

[image: image32.png]g_pr = proc(x) —2*3 + 4%x+ ] end




Da jetzt in allen drei Fällen funktionale Zusammenhänge vorliegen, wird der Plotbefehl mit der Angabe der Funktion einschließlich des funktionalen Zusammenhangs aufgerufen 

> plot(g_op(x),x); 
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> plot(g_un(x),x); 
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> plot(g_pr(x),x); 
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Nachdem bei den drei oberen Funktionen die funktionale Abhängigkeit vom Argument x explizit definiert wurde, können die Funktionswerte bei z.B. x=0 mittels der aus der Mathematik bekannten Schreibweise direkt berechnet werden: 

> g_op(0),g_un(0),g_pr(0); 

[image: image36.png]3,21




Für die Funktionen selbst gibt der Maple-Engine jeweils als Output-Werte an: 

> g_op(x);g_un(x);g_pr(x); 
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Alle in Maple vordefinierten Funktionen lassen sich mittels 

> ?inifcns 

abfragen. 


Die trigonometrischen Funktionen: sin(), cos() und tan() 

Die trigonometrischen Funktionen treten meist im Zusammenhang mit Schwingungen auf. 

> plot([sin(x),cos(x)],x=-3..8,color=[red,blue],thickness=[2,1]); 

[image: image40.png]



Mit Maple kann man mit trigonometrischen Funktionen bei etwas Übung und mathematischem Verständnis gut analytisch Rechnen. Die Additionstheoreme sind natürlich in Maple implementiert: 

· für Summe und Differenz von Argumentwerten 

> A1 := expand(sin(alpha+beta)); 
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> A2 := expand(sin(alpha-beta)); 

[image: image42.png]



> A3 := expand(cos(alpha+beta)); 
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> A4 := expand(cos(alpha-beta)); 

[image: image44.png]Ad





· und für Vielfache des Argumentwertes, z.B. 

> B1 := expand(sin(2*alpha)); 

[image: image45.png]



> B2 := expand(cos(2*alpha)); 

[image: image46.png]B2= 2 cos(a) - 1




> B3 := expand(tan(2*alpha)); 

[image: image47.png]tan(a)

1 - tan(e)?




Trigonometrische Ausdrücke lassen sich wieder zusammenfassen mit combine(,trig): 

> AA1 := combine(A1,trig); 

[image: image48.png]AAT = an(a+ B)




> AA2 := combine(A2,trig); 

[image: image49.png]AA2 = —gn(-a+ ()




> AA3 := combine(A3,trig); 

[image: image50.png]AA3 = cos(aw + )




> AA4 := combine(A4,trig); 

[image: image51.png]AAd = cos(—a + B)




Vergleicht man AA4 mit der Ausgangsform A4 bzw. AA2 mit A2, so fällt auf, daß sich diese noch um die Vorzeichenregeln für negative Argumente der trigonometrischen Funktionen unterscheiden: 

> cos(-x); 

[image: image52.png]cos(x)




> sin(-x); 

[image: image53.png]—sin(x)




Wie wir sehen, arbeitet die Funktion combine(,trig) sehr gut bei sin() und cos()-Funktionen. Bezüglich der Tangens-Funktion passiert folgendes: 

> A5 := expand(tan(alpha+beta)); 

[image: image54.png]tan(f) + tan( o)
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> A6 := expand(tan(alpha-beta)); 

[image: image55.png]tan( ) — tan(B)
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> AA5 := combine(A5,trig); 

[image: image56.png]—tan(p) - tan(«)

" 1+ tan(B) tan( )




> AA6 := combine(A6,trig); 

[image: image57.png]tan( ) — tan(B)
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> B3 := expand(tan(2*alpha)); 

[image: image58.png]tan(a)
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> BB3 := combine(B3,trig); 

Die Tangens-Ausdrücke (AA5, AA6 und BB3) konnten durch combine(,trig) nicht zurückverwandelt werden. Bei längeren Ausdrücken und komplizierteren Umrechnungen kommt es in der Praxis nicht nur im Zusammenhang mit trigonometrischen Ausdrücken vor, daß man zwei Ausdrücke hat, von denen man weiß, dass sie äquivalent sein müssten, jedoch gelingt einem die explizite Umformung ineinander oder auf eine gemeinsame identische Form nicht. In diesem Fall empfiehlt es sich, die Differenz auf Null zu testen: 

> AAA5 := simplify(AA5-A5); 

[image: image59.png]



Bei sehr komplizierten Ausgangsausdrücken kann es vorkommen, dass hier nicht, wie erwartet, nach Anwendung von simplify() 0 erscheint. Dann kann man auf Äquivalenz testen, indem man in den oberen Ausdruck mit subs() verschiedene, geeignete Testwerte einsetzt. Dann sollte allerdings nach nochmaliger Anwendung von simplify(subs( ) - subs( )) Null bzw. nach numerischer Auswertung evalf(subs( ) - subs( )) eine Zahl erscheinen, die innerhalb der numerischen Genauigkeit als Null betrachtet werden kann. Hier nur zur Illustration: 

> AAA6 := evalf(subs(alpha=4.2,beta=7.0,AA5)-subs(alpha=4.2,beta=7.0,A5)); 

[image: image60.png]



Mit Maple lassen sich schnell Ausdrücke vereinfachen, wo man, wollte man nur mit Papier und Bleistift arbeiten, ganz schön beschäftigt wäre. Hier zwei Beispiele aus den Hilfeseiten von Maple 

> f := sin(x)^2*cos(x) + 3*cos(x)^3 + 2*sin(x)*cos(x); 
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> combine(f,trig); 

[image: image62.png]5 1
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> f := 512*sin(x)^5*cos(x)^5; 

[image: image63.png]=12 dn(x)° cos(x)”




> combine(f,trig); 

[image: image64.png]ain{10x) + 10 sn(2 x) - 5 sin( & z)




Um die Operationen kennenzulernen, die im Umgang mit trigonometrischen Ausdrücken hilfreich sind, betrachten wir folgendes Beispiel:
Überlagerung von Schwingungen


Elementare Funktionen 

Potenzen 

Potenzen mit ganzzahligen und gebrochenen positiven Exponenten treten z.B. in der Elastizitätslehre auf. Zum Beispiel zieht man bei der Berechnung von Kugellagern die Hertzsche Theorie des punktförmigen Kontaktes isotroper linear-elastischer Körper heran. 
Mit den Hertzschen Annahmen: 

· die Körper seien homogen und isotrop 

· sie berühren sich nur in kleinen Teilen der Oberfläche (Radius der Kontaktfläche <= 0.1*Krümmungsradius) 

· vollkommen glatte Kontaktflächen, damit treten keine Tangentialkräfte durch Reibung auf 

· es gelte das Hookesche Gesetz und die Proportionalitätsgrenze werde nicht überschritten 

Werden die beiden Kugeln aufeinandergepresst, so tritt eine Abplattung der gekrümmten Oberflächen auf. 

[image: image65.png]



Der Radius der kreisförmigen Druckfläche beträgt [nach Dubbel, Taschenbuch für den Maschinenbau] (bei gleichem Elastizitätsmodul für die beiden Kugeln) 

> a := (1.5*(1-mu^2)*F*r/E)^(1/3); 

[image: image66.png](lfuz)Fr
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Für die Querkontraktionszahl mu wird von einem Wert von 0.3 ausgegangen. 

> mu := 0.3; 

[image: image67.png]



Will man die Zahlen in der Formel für den Radius der abgeplatteten Kreisfläche auf 4 Stellen genau ausdrücken, kann man dies in Maple mit 

> evalf(a,4); 

[image: image68.png]



tun. Legt man nun den Elastizitätsmodul z.B. von Stahl (E = 21.6*10^6 N/(cm)^2) zugrunde 

> A := evalf(subs(E=21.1*10^6,a),4); 

[image: image69.png]3
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und wendet man eine Kraft F von 10 Newton an, dann beträgt der Radius der kreisförmigen abgeplatteten Fläche zwischen den beiden Kugeln 

> B := evalf(subs(F=10,A),4) 

[image: image70.png]B = .008653




Der Radiuswert r der "Ausgangskugelfläche" ist dabei ein rein rechnerischer Wert, der über 1/r = 1/r1 + 1/r2 berechnet wird. r1 und r2 sind jeweils die Radien der beiden Kugeln, die aufeinander gepresst werden.
Eine abschnittsweise definierte Funktion von 1 Variablen lässt sich  mit piecewise( ) definieren 

	>   
	f := x -> piecewise(x<=-2,-x,x<0,6-x^2,x>=0,6-x^3); 


[image: image71.png]£= x —> piecewise(x Zx6-20)




	>   
	f(x); 


[image: image72.png]



	>   
	with(plots):
p1 := plot(f(x),x=-5..4,-10..10): 
t1 := textplot([0.5,f(0.5)+0.3,"f(x)"],color=red,align={ABOVE,RIGHT}): display(p1,t1); 


[image: image73.png]



Die Ableitung fs(x) erhält man über 

	>   
	fs := unapply(diff(f(x),x),x); 


[image: image74.png]x = 2, undefined. x 20, -2 7,0 <x.~3x2)

—> piecewise(x < -2,





	>   
	fs(x); 
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Durch den Einsatz von unapply wurde fs(x) als echte Funktion von x geschaffen. Dementsprechend lassen sich die Funktionswerte der Ableitung problemlos berechnen 

	>   
	fs(0); 


[image: image76.png]



	>   
	fs(-2); 


[image: image77.png]undefined




An der Unstetigkeitsstelle der Ableitung (d.h. bei x=-2) erhält man von Maple mathematisch korrekt die Aussage, dass dort der Wert der Ableitung nicht definiert ist. 

	>   
	p2 := plot(fs(x),x=-5..4,-10..10,color=green,discont=true,thickness=2):
t2 := textplot([0.8,fs(0.8)+0.3,"f'(x)"],color=green,align={ABOVE,RIGHT}):
display(p1,t1,p2,t2); 


[image: image78.png]



Die Option discont=true in dem Plot-Befehl zu p2 stellt sicher, dass Maple, bevor in es in der Graphik zwei aufeinanderfolgende Punkte miteinander verbindet, nochmals prüft, ob hier nicht von mathematischer Seite aus Unstetigkeitsstellen vorliegen könnten. 
Will man Funktionen direkt auf Unstetigkeitsstellen prüfen, kann man dies mit discont( ) tun 

	>   
	discont(fs(x),x); 


[image: image79.png]



Maple gibt hier sowohl x=-2 als auch x=0 an, obwohl bei x=0 die Ableitungsfunktion stetig ist. Nach den Hilfeseiten bewegt sich hier Maple lieber auf der sicheren Seite " discont  returns a set of values where it is possible (not necessarily certain) that discontinuities occur." 

Ein weiteres Beispiel: eine abschnittsweise definierte Funktion zweier Variablen 

	>   
	g := (x,y) -> piecewise(x>0,2*x*y^2/(x^2+y^4),x<=0,0); 
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	>   
	g(x,y); 


[image: image81.png]



	>   
	plot3d(g(x,y),x=-1..4,y=-1..4,axes=BOXED,grid=[49,49],orientation=[155,30],style=PATCHCONTOUR); 


[image: image82.png]



5. Plots in einem Diagramm darstellen:   

	>   
	with(plots):
f1 := x -> sin(x): f1(x);
f2 := x -> sin(2*x): f2(x);
plot([f1(x),f2(x)],x=-4*Pi..4*Pi,y=-1.5..1.5,color=[red,blue ],thickness=[2,1],
linestyle=[1,2]); 


Warning, the name changecoords has been redefined


[image: image83.png]sin(x)
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Oder man generiert sich einzelne Plotobjekte, die man dann zusammen in einem Koordinatensystem darstellt 

	>   
	p1 := plot(f1(x),x=-4*Pi..4*Pi,color=red,thickness=2,linestyle=1):
p2 := plot(f2(x),x=-4*Pi..4*Pi,color=blue,thickness=1,linestyle=2):
display(p1,p2,view=[-4*Pi..4*Pi,-1.5..1.5]); 


[image: image86.png]15
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Mit der Option view kann explizit den gewünschten Darstellungsbereich angeben. Fehlt diese Angabe überlässt der Anwender
Maple die Wahl des günstigsten Darstellungsbereichs.
display( ) muss man auch einsetzen, wenn man mehrere verschiedene Plotarten zusammen in einem Diagramm zeichnen möchte. 

Im folgenden Beispiel wird noch innerhalb des Diagramms Text eingefügt. 
	>   
	p1 := plot(f1(x),x=-4*Pi..4*Pi,color=[red],thickness=2,linestyle=1):
p2 := plot(f2(x),x=-4*Pi..4*Pi,color=[blue],thickness=1,linestyle=2):
t1 := textplot([4*Pi,1,"Sinusfunktionen"],align={RIGHT,ABOVE}):
display(p1,p2,t1,view=[-5*Pi..5*Pi,-1.2..1.2]); 


[image: image87.png]



Definiert man einzelne Kurven als verschiedene Plotobjekte mit jeweils verschiedenen Darstellugsbereichen, so wird mit 
display bei fehlenden view-Angaben von Maple die Vereinigungsmenge der Darstellungsbereiche gewählt. 

	>   
	p1 := plot(f1(x),x=-4*Pi..4*Pi,color=[red],thickness=2,linestyle=1):
p2 := plot(f2(x),x=-2*Pi..2*Pi,y=-1.5..1.5,color=[blue],thickness=1,linestyle=2):
display(p1,p2); 


[image: image88.png]



Mit Maple kann man auch auf eine einfache Art und Weise Folgen (engl. "Sequences") von Kurven (deutsch sogenannte "Kurvenscharen") erzeugen: 

	>   
	display(seq(plot(sin(i*x),x=-Pi..Pi,
color=black,linestyle=i),i=1..4),
view=[-Pi..Pi,-1.2..1.2]); 


[image: image89.png]



Eine graphische Animation erzeugen: 

Man kann sich auch leicht eine Animation bauen, wenn man z.B. den Sinus zwischen -Pi..Pi in der Folge mit einigen seiner Oberschwingungen darstellen will. Hier wird die Sinus-Funktion jeweils aus 200 Stützstellen im Intervall aufgebaut und sin(x) bis sin(4x) in Schrittweiten von (4-1)/100=0.03 Frequenzstufungen von 1.00 bis 4.00 dargestellt. 

	>   
	animate( sin(x*i),x=-Pi..Pi,i=1..4,frames=100,numpoints=200); 


[image: image90.png]05





Betrifft Maple: Um die Animation zu aktivieren, klicken Sie bitte auf das Bild mit der rechten Maustaste und wählen aus dem Kontextmenü -> Animate. Dann erscheint eine zusätzliche Buttonleiste auf der Sie u.a. die Geschwindigkeit der Animation regeln können. 

Wenn Sie auf die rechte Maustaste drücken haben Sie stets auch die Möglichkeit, einzelne Graphiken in bestimmten Graphikformaten zu exportieren. Falls Sie die animierte Graphik im Graphics Interchange Format (als GIF) speichern, sind viele Web-Browser in der Lage, dieses als "animated gif" (als bewegtes Bild) darzustellen. 

Parametrische Plots erzeugen: 

Zwei- bzw. dreidimensionale Kurven lassen sich mathematisch darstellen, indem man die Koordinaten in Abhängigkeit von einem Parameter darstellt. Zum Beispiel stellt
[image: image91.png]x =t —>tcos(t)




[image: image92.png]— ¢ sin(¢)




die mathematische Beschreibung einer sich nach außen erweiternden Spirale dar: 

	>   
	plot([t*cos(t),t*sin(t),t=0..8*Pi],scaling=constrained); 


[image: image93.png]NS




Mit der Option scaling=constrained wird gewährleistet, dass Ordinate und Abzisse das gleiche Aspektverhältnis (gleicher Maßstab) bekommen. 

Eine dreidimensionale parametrisierte Kurve lässt sich mit spacecurve() darstellen. Z.B. 

	>   
	spacecurve([t*cos(t),t*sin(t),t],t=0..8*Pi,axes=normal,thickness=3,numpoints=500,labels=["x(t)","y(t)","z(t)"]); 


[image: image94.png]



	>   
	with(plots); 


[image: image95.png][animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplotid,




[image: image96.png]conformal, conformalid, contourplot, contourplot 3d, coordplot, coordplot3d,




[image: image97.png]cylinderplot, densityplot, display, displayid, fieldplot, fieldviot 3d, gradplot, gradplotid,




[image: image98.png]graphpiot 3d, implicitplot, implicitplot 3d, inequal, interactive, listcontplot, listcontplot3d,




[image: image99.png]listdensityplot, listplot, listpiot3d, loglogplot, logplot, matrixplot, odeplot, pareto,




[image: image100.png]plotcompare, pointplot, pointpiot 3d, polarplot, polygonplot, polygonpiotid,




[image: image101.png]polyhedra_supported, polyhedrapiot, repiot, rootlocus, semilogplot, setoptions,




[image: image102.png]setoptionsid, spacecurve, sparsematrixplot, sphereplot, surfdata, textplot, textplot 3d,




[image: image103.png]tubepiot ]




	>   
	f := (x,y) -> x*(x^2-y^2); 


[image: image104.png]



	>   
	plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=BOXED,grid=[100,100],style=PATCHCONTOUR); 


[image: image105.png]



	>   
	?plot3d,option 


	>   
	contourplot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=BOXED,grid=[100,100],color=black,contours=40); 


[image: image106.png]



	>   
	plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=BOXED,grid=[100,100],style=CONTOUR,shading=ZHUE,contours=40); 


[image: image107.png]



	>   
	plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=BOXED,grid=[25,25]); 


[image: image108.png]



Der Gradient der Funktion f(x,y) im Punkt P(x0,y0) gibt den in Punkt P anliegenden Tangentenvektor an und ist ein Mass für die Steigung der Ebene in dem Punkt P. Will man für die gesamte Fläche den Gradienten einer gekrümmten Fläche graphisch darstellen, so ist der einfachste Weg 

	>   
	p1 :=  gradplot(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=BOXED,arrows=thick,color=red,scaling=constrained):
display(p1); 
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Alternativ kann man die Richtungsableitungen in x- und y-Achsenrichtungen explizit berechnen und sich dann den Steigungsvektor zeichnen lassen 

	>   
	fx := unapply(diff(f(x,y),x),(x,y)); 


[image: image110.png]e





	>   
	fy := unapply(diff(f(x,y),y),(x,y)); 


[image: image111.png]F=(x,y)—=>-2yx




	>   
	fx(x,y); 


[image: image112.png]



	>   
	fy(x,y); 


[image: image113.png]—2xy




	>   
	p2 := fieldplot([fx(x,y),fy(x,y)],x=-5..5,y=-5..5):
display(p2,scaling=constrained); 


[image: image114.png]



Beide Wege sind äquivalent: 

	>   
	display(p1,p2,scaling=constrained); 


[image: image115.png]



	>   
	g := (x,y,z) -> x^2 + 0.25*y^2 + 4*z^2; 


[image: image116.png]= (xy2) > xl4025y° 4422




	>   
	implicitplot3d(g(x,y,z)=1,x=-2..2,y=-2..2,z=-0.5..0.5,grid=[15,15,15],axes=NORMAL,
scaling=CONSTRAINED,style=PATCHCONTOUR,contours=15,shading=Z,lightmodel='light4'); 


[image: image117.png]



Mit der Plot-Option scaling=constrained stellen Sie sicher, dass die Graphik maßstabsgerecht dargestellt wird.
5. Einfache grundlegende Datentypen in Maple 

Unterscheidung zwischen Folge (engl. "sequence"), Liste ("list") und Menge ("set") 

1. Folgen ("sequences") 

Folgen sind alle Ausdrücke, die durch Kommatas voneinander getrennt sind. 

> r1 := 1,2,3,5,3; 

[image: image118.png]



> r2 := a, b, c; 

[image: image119.png]



Der Maple-interne Datentyp fuer die Folge (Sequence) lässt sich mit 
> whattype(r1); 

[image: image120.png]expreeq




herausfinden. 

Will man auf ein bestimmtes Element der Folge (Sequence) zugreifen, geht dies 
durch die Angabe eines Indizes 

> r1[2]; 

[image: image121.png]



> r1[5]; 

[image: image122.png]



Die Anzahl der Elemente in einer Folge findet man über 

> nops([r1]); 

[image: image123.png]



> nops([r2]); 

[image: image124.png]



Anfügen von Elementen: 

> r1 := r1,4; 

[image: image125.png]



Das letzte Element einer Sequenz ausgeben: 

> r1[nops([r1])]; 

[image: image126.png]



Will man in einer Folge ein Element löschen, muss dieses durch NULL
ersetzt werden 

> r1 := op(subsop(4=NULL,[r1])); 

[image: image127.png]



Zur Wirkungsweise des obigen Befehls lesen Sie bitte den folgenden Abschnitt über Listen. 

Sind die einzelnen Elemente einer Liste über eine einfache mathematische Gesetzmässigkeit miteinander verbunden, so lässt sich eine Liste mittels seq generieren, z.B. 

> r3 := seq(i,i=2..8); 

[image: image128.png]



oder 
> r4 := seq(i^2,i=1..4); 

[image: image129.png]



oder 

> r5 := seq( seq(5*j+i,i=1..2), j=1..3); 

[image: image130.png]7,11, 12, 16,17




2. Listen ("lists") 

Die bereits definierte Folge 

> r1; 

[image: image131.png]1,2,3,3,4




wird durch Einschließen in eckige Klammern in eine Liste verwandelt 

> l1 := [r1]; 

[image: image132.png]



Auf die einzelnen Elemente kann immer noch durch Indizierung zugegriffen werden 

> l1[4]; 

[image: image133.png]



Intern verwendet Maple als Datentyp für die Liste 

> whattype(l1); 

[image: image134.png]list




Mit op() kann man jetzt ebenfalls auf die einzelnen Listenelemente zugreifen 

> op(2,l1); 

[image: image135.png]



was bei einer Folge (Sequence) nicht möglich ist 

> op(2,r1); 

Error, wrong number (or type) of parameters in function op


Setzt man allerdings die Sequence in eckige Klammern, dann wird aus der 

Sequenz eine Liste und mit op() kann auf das einzelne Element zugegriffen werden 

> op(2,[r1]); 

[image: image136.png]



Die Anzahl der Elemente in einer Liste lässt sich direkt bestimmen mit 

> nops(l1); 

[image: image137.png]



Waehrend beim gleichen Befehl die Folge (Sequence) logischerweise noch in eckige Klammern eingeschlossen werden muss 
> nops([r1]); 

[image: image138.png]



Dadurch wurde die Folge zu einer Liste und nops() kann verwendet werden. 

Will man einen Wert an eine Liste anhängen, so fügt man die Einzelelemente und das neue Element zu einer neuen Liste zusammen 

> l1 := [op(l1),8]; 

[image: image139.png]1,2,3,3,4,8]




Damit wird klar, wie eine Liste zu einer Folge (Sequence) gewandelt werden kann: 
> r3 := op(l1); 

[image: image140.png]



Will man aus einer Liste ein Element löschen, so muss das Element explizit auf
NULL gesetzt werden 

> l1 := subsop(2=NULL,l1); 

[image: image141.png]



Das erklärt auch den Trick von oben, wie man aus einer Folge (Sequence) ein Element entfernen kann. Man muss einen Umweg nehmen: erst die Folge zu einer Liste machen, dann das Element auf NULL setzen und mit op, die Liste zu einer Folge rückverwandeln. Will man z.B. aus der Folge (Sequence) r3 die 4 (das 5. Element) entfernen, geht dies wie folgt 

> r3 := op(subsop(5=NULL,[r3])); 

[image: image142.png]



Listen haben den Vorteil, dass man sie mit sort() leicht sortieren kann, wenn ein Ordnungskriterium vorhanden ist. 
So können mit sort() Zahlen nach aufsteigender Größe und Symbole und Zeichenketten nach lexikographischer Ordnung sortiert werden. 
> l2 := [0,5,3,2.1,-4.5]; 

[image: image143.png]0,5,3,21,-45]




> sort(l2); 

[image: image144.png]



> sort(l2,`>`); 

[image: image145.png]



> l3 := [ca, a, b, cb, aa]; 

[image: image146.png]ca,a, b, ch, aal




> sort(l3); 

[image: image147.png]la, aa, b, ca,cb]




> l4 := ["Apfel","Birne","aber","Orange","orange"]; 

[image: image148.png]"apfel', "Bime", "aber", "Orange",

'orange" |




> sort(l4,lexorder); 

[image: image149.png]["Apfel", "Birne", "Orange", "aber", "orange" |




Bei der Sortierung von Zeichenketten (Strings) legt Maple die Reihenfolge der Zeichen in der ASCII-Tabelle zugrunde. Deshalb erscheint A..Z vor a..z. 

Hinweis: Ab Maple7 gibt es ein neues Packages mit erweiterten Möglichkeiten im Umgang mit Listen 

> with(ListTools); 

Warning, the assigned name Group now has a global binding


[image: image150.png][ BinaryFlace, BinarySearch, Categorize, Dot Product, FindRepetitions, Flatten, FlattenOnce, Group, Interieave, Join, JoinSequence,




[image: image151.png]MakeUnique, Pad, PartialSums, Reverse, Rotate, Sorted, Spiit, Transpose |




Bitte informieren Sie sich über die Hilfefunktion, wenn Sie weitergehende Anforderungen bezüglich des Umgangs mit Listen haben sollten. 

Hier soll nur noch die Wirkung von MakeUnique angesprochen werden 

> l1; 

[image: image152.png]



> l5 := MakeUnique(l1); 

[image: image153.png]



Durch MakeUnique werden mehrfach vorkommende Elemente einer Liste entfernt. 

3. Mengen ("sets") 

Im Gegensatz zu Listen und Folgen zeichnen sich Mengen dadurch aus, dass Mengen keine geordnete Reihenfolge der Elemente besitzen und dass in einer Menge jedes Element nur einmal vorkommt. In Maple werden Mengen durch eine in {} eingeschlossene Folge (Sequenz) definiert. 

> m1 := {1,2,3,3,4,7,8}; 

[image: image154.png]ml=1{1,2,3,478}




Die bei der Definition vom m1 doppelt aufgeführte Zahl 3 wird als ein Element der Menge geführt. 

Der intern von Maple verwendete Datentyp für Mengen lässt sich herausfinden mit 
> whattype(m1); 

[image: image155.png]set




Ob ein Element in einer Menge enthalten ist, lässt sich mittels member() feststellen 

> member(3,m1); 

[image: image156.png]



> member(5,m1); 

[image: image157.png]false




Aus zwei oder mehr Mengen lässt sich mit die Vereinigungsmenge bilden 

> m2 := m1 union {5,6}; 

[image: image158.png]m2=1{1,2,34,5678}




Mit intersect() kann man Schnittmengen bilden 

> m3 := m2 intersect m1; 

[image: image159.png]m3=1{1,2,3,4728}




und mit minus() Differenzmengen 

> m4 := m2 minus m1; 

[image: image160.png]



Die Anzahl der Elemente in einer Menge lässt sich feststellen mit 

> nops(m2); 

[image: image161.png]



Einzelne Elemente einer Menge lassen sich herausgreifen mit 

> op(3,m2); 

[image: image162.png]



oder alternativ über Indizierung 

> m4[2]; 

[image: image163.png]



Wiederholung und Beispiele zu Folgen (engl. "sequences") und Listen (engl. "lists") 

Beispiele für Folgen 

	>   
	s1 := 1,2,3,4,5; 


[image: image164.png]



	>   
	s2 := seq(j^2,j=1..5); 


[image: image165.png].4,9, 16,25




Verkettung von Listen 

	>   
	s3 := s1,s2; 


[image: image166.png]



Listen 

	>   
	l1 := [s1]; 


[image: image167.png]



Anzahl der Elemente in einer Liste 

	>   
	nops(l1); 


[image: image168.png]



	>   
	l2 := [s2]; 


[image: image169.png]1,4,9,16,25]




	>   
	l3 := [s1,s2]; 


[image: image170.png]1,2,3,4,5,1,4,9,16,25]




Aus den beiden Listen wird nun eine Folge mit 2 Elementen, die wiederum Listen sind, erzeugt 

	>   
	s4 := [s1],[s2]; 


[image: image171.png]



Das erste Element der Folge s4 ist die Liste [s1] 

	>   
	s4[1]; 


[image: image172.png]



l3  (zur Konstruktion siehe oben) ist eine Liste, die die verketteten Folgen s1 und s2 enthält. 

Das erste Element in dieser Liste erhält man über 

	>   
	l3[1]; 


[image: image173.png]



und das 6. Element aus der Liste l3 mit 

	>   
	l3[6]; 


[image: image174.png]



Eine Liste lässt sich in aufsteigender Reihenfolge sortieren mit 

	>   
	l3 := sort(l3); 


[image: image175.png]1,1,2,3,4,4,5,9,16,25]




Weitere Funktionen im Umgang mit Listen stellt Maple in dem Package ListTools zur Verfügung 

	>   
	with(ListTools); 


Warning, the assigned name Group now has a global binding


[image: image176.png][ BinaryFlace, BinarySearch, Categorize, Dot Product, Enumerate, FindRepetitions, Flatten, FlattenOnce,




[image: image177.png]Group, Interleave, Join, JoinSequence, Make Unique, Pad, PartialSums, Reverse, Rotate, Sorted, Split,




[image: image178.png]Transpose |




Will man z.B. aus der Liste l3 

	>   
	l3; 


[image: image179.png][1,1,2,3,4,4,5,9,16,25]




 die doppelt vorhandenen Elemente entfernen, so kann man dazu 

	>   
	l3 := MakeUnique(l3); 


[image: image180.png]1,2,3,4,5,9,16,25]




einsetzen. 

	>   
	l3; 


[image: image181.png][1,2,3,4,5,9, 16,25]




Alternativ kann man doppelt vorhandene Elemente durch Umwandlung in eine Menge (die keine doppelten Element
enthalten kann) und Rückumwandlung der Menge in eine Liste bewerkstelligen. 

Zunächst wird die ursprüngliche Liste l3 nochmals erzeugt: 

	>   
	l3 := [s1,s2]; 


[image: image182.png]1,2,3,4,5,1,4,9,16,25]




dann erfolgt die Umwandlung der Liste in eine Menge und die Rückumwandlung der Menge in eine Liste 
	>   
	l3 := [op({op(l3)})]; 


[image: image183.png]1,2,3,4,5,9,16,25]




Dass in einer Menge doppelt vorhandene Elemente automatisch entfernt werden, sieht man schon an dem 
einfachen Beispiel 

	>   
	{1,3,4,4}; 


[image: image184.png]



Paarweise Verkettung zweier gleichlanger Folgen in eine Folge aus 2er Listenelementen 

Aus den Folgen 

	>   
	s1; 


[image: image185.png]1,2,3,4,5




	>   
	s2; 


[image: image186.png]1,4,9, 16,25




Soll nun die Folge [1,1],[2,4],[3,9],[4,16],[5,25] konstruiert werden 

Zwischenschritt 

	>   
	[op(1,[s1]),op(1,[s2])]; 


[image: image187.png]



oder alternativ kann man bei einer Folge ein einzelnes Element auch durch direkte Indizierung herausgreifen: 

	>   
	[s1[1],s2[1]]; 


[image: image188.png]



damit kann man sich gewünschte Folge aus den paarweise verschränkten Listenelementen konstruieren mit 

	>   
	s5 := seq([op(i,[s1]),op(i,[s2])],i=1..nops([s1])); 


[image: image189.png]



oder alternativ als 

	>   
	s5 := seq([s1[i],s2[i]], i=1..nops([s1])); 


[image: image190.png]



Darstellung der Wertepaare mittels listplot( ) 

	>   
	with(plots): 


Warning, the name changecoords has been redefined


	>   
	listplot([s5],style=point); 


[image: image191.png]



	>   
	p1 := listplot([s5],style=point,symbol=circle, symbolsize=20, color=red, view=[0..5,0..30]): display(p1); 


[image: image192.png]



	>   
	p2 := listplot([s5],style=line,symbol=circle, symbolsize=20, color=red, view=[0..5,0..30]): display(p1,p2); 


[image: image193.png]



6. Einfache Programmier-Strukturen in Maple 

for-Schleifen 

	>   
	for i from 1 to 5 do
     i;
end do; 


[image: image194.png]



[image: image195.png]



[image: image196.png]



[image: image197.png]



[image: image198.png]



Um mehrere Maple-Eingabezeilen untereinander zu setzen, schliessen Sie bitte Ihre Eingabe
statt mit der RETURN-Taste mit gleichzeitig gedrückter SHIFT- und RETURN-Taste ab. 

Will man sich den (blauen) Maple-Output nicht anzeigen lassen, schließt man die Schleife statt mit einem Strichpunkt mit einem Doppelpunkt ab 

	>   
	for i from 1 to 5 do
     i,i-1;
od: 


Um die Schleife abzuschließen wurde hier gleichzeitig die alternative (alte) Möglichkeit von od  statt end do  verwendet. 

In der obigen Schleife wurde zwar der Output unterdrückt, dennoch wurde die Schleife abgearbeitet. Das Ergebnis der zeitlich letzten Operation war 

	>   
	%; 


[image: image199.png]



Nach Abarbeiten der Schleife behält die Schleifenvariablen den letzten zugewiesenen Wert 

	>   
	i; 


[image: image200.png]



Will man diesen Wert nicht weiter verarbeiten, ist es oft sinnvoll, am Ende einer Schleife die Wertzuweisung wieder
aufzuheben. Dies kann man z.B. mit 

	>   
	unassign('i'); 


tun. Nochmal zur Kontrolle 

	>   
	i; 


[image: image201.png]



for-Schleifen dürfen mit den Datentypen integer (ganze Zahlen), float (reelle Zahlen) und fraction (Bruchzahlen) konstruiert werden 
	>   
	for i from 1.0 to 2.0 by 0.5 do
     i, ln(i);
end do; 


[image: image202.png]1.0, 0.




[image: image203.png]1.5, 0.4054651081




[image: image204.png]2.0,0.6931471806




	>   
	i;whattype(i); 


[image: image205.png]



[image: image206.png]float




Im obigen Schleifenkopf wurde durch by 0.5 als Schrittweite 0.5 gewählt. Fehlt die Angabe einer Schrittweite in den for-Schleifen, so wählt Maple den Wert 1. 

Genauso lässt sich eine Schleife mit Bruchzahlen programmieren. 

	>   
	for i from 1 to 2 by 1/2 do
     i, i*2;
end do; 


[image: image207.png]1,2




[image: image208.png]



[image: image209.png]



	>   
	i;whattype(i); 


[image: image210.png]



[image: image211.png]fraction




Bei negativen Schrittweiten muss der Anfangswert kleiner als der Endwert sein: 

	>   
	for i from 2 to 1 by -1/2 do
     i, i/3;
end do; 


[image: image212.png]



[image: image213.png]



[image: image214.png]



Man kann sich mit Schleifen sukzessiv indizierte Variablen schaffen: 

	>   
	for i from 1 to 5 do
   s[i] := sqrt(i); 
end do; 


[image: image215.png]



[image: image216.png]



[image: image217.png]



[image: image218.png]



[image: image219.png]



auf die man später wieder zugreifen und die man weiterverarbeiten kann. Auf die einzelnen Elemente kann man durch die Angabe der Indices zugreifen 

	>   
	s[1]; 


[image: image220.png]



	>   
	s[2]; 


[image: image221.png]



Mit dieser Methode sind zwar die einzelnen indizierten Variablen vorhanden, jedoch sind diese nicht zu einer Folge zusammengefügt 

	>   
	s; 


[image: image222.png]



Aus den indizierten Elementen kann man eine Folge (hier b) wiederum zusammensetzen mit 

	>   
	b := seq(s[i],i=1..5); 


[image: image223.png]be=1,42,43,2.4/5




Ein weiteres Anwendungsbeispiel: eine neue Folge indizierter Variablen wird aus den s[i], i=1..5 konstruiert 

	>   
	for i from 1 to 5 do
  p[i] := s[i]^2:
od; 


[image: image224.png]



[image: image225.png]



[image: image226.png]



[image: image227.png]



[image: image228.png]



Danach werden die beiden Folgen "im Reissverschluss-Verfahren" zu einer Liste aus zweielementigen Datenlisten vereinigt und diese mittels listplot( ) graphisch dargestellt 

	>   
	for i from 1 to nops([b]) do
      l[i] := [s[i],p[i]]:
od; 


[image: image229.png]



[image: image230.png]



[image: image231.png]



[image: image232.png]



[image: image233.png]



	>   
	punktliste := [(seq(l[i],i=1..5))]; 


[image: image234.png]punktliste=[1,1], [+2. 21 [/ 3. 31.[2.4]. [/5.5]]




	>   
	with(plots): 
p1 := listplot(punktliste,style=point,symbolsize=20):
display(p1,view=[0..3,0..5]); 


Warning, the name changecoords has been redefined


[image: image235.png]3

15

25




Da es sich um ein sehr einfaches Beispiel zur den for-Schleifen handelt, gibt es natürlich hier viel einfachere Verfahren ohne for-Schleifen, um in diesem einfachen Beispielfall zum gleichen Ergebnis zu gelangen.Der Ergänzung halber sei ein solches Verfahren aufgeführt. 

	>   
	x := [seq(sqrt(i),i=1..5)]; 


[image: image236.png]x

(12,43, 2,




	>   
	y := map(w -> w^2,x); 


[image: image237.png]



	>   
	datenpunkt_liste := zip( (a,b) -> [a,b],x,y); 


[image: image238.png]datenpunict_liste-=[[1,11, [+/2. 21 [/ 3. 31.[2.4]. [+/5.5]]




	>   
	with(plots): 
listplot(datenpunkt_liste, style=point, symbol=CIRCLE,color=red, symbolsize=20, view=[0..3,0..5]); 


[image: image239.png]05

15

25




While-Schleifen 

Während for-Schleifen echte Zählschleifen sind, kann man sich mit while Schleifen programmieren, deren Anweisungsblock solange abgearbeitet ist, bis die (logische) Bedingung am Kopf der while-Schleife falsch wird. 
Ein einfaches Beispiel: 

	>   
	i := 1; 


[image: image240.png]



Zunächst wurde die Variable i auf den Wert 1 gesetzt. 

	>   
	while i < 2 do
   i := i + 0.25;
end do; 


[image: image241.png]1.25




[image: image242.png]1.50




[image: image243.png]1.75




[image: image244.png]2.00




	>   
	i; 


[image: image245.png]2.00




Erklärung: Im ersten Schleifendurchlauf wird geprüft, ob der Wert von i kleiner als 2 ist. 

Dies ist der Fall - deshalb wird die Anweisung innerhalb der while-Schleife ( i := i + 0.25; ) ausgeführt und der neuberechnete Wert von i ausgegeben. 

Mit der nächsten Anweisung wird end do erreicht und der Programmablaufzeiger springt erneut an den Kopf der while-Schleife, um zu prüfen, ob i < 2 gilt. Da dies der Fall ist, wird erneut die Anweisung innerhalb der Schleife ausgeführt, das end do erreicht und mit einer erneuten Prüfung, ob die logische Bedingung ( i < 2 ) erfüllt ist, fortgefahren. Falls ja, werden die Anweisungen innerhalb der Schleife abgearbeitet; falls nein, wird mit der Anweisung hinter dem Schleifenende (dem end do; ) weitergearbeitet. 

Wesentlicher Einsatzbereich von while-Schleifen

Im obigen Beispiel wurde die while-Schleife als Zählschleife eingesetzt und man hätte im Grunde genommen die Ausgabe genausogut über eine for-Schleife realisieren können.
Wozu man while-Schleifen jedoch hauptsächlich braucht, sind Situationen, in denen wiederholt ein bestimmter Anweisungsblock abgearbeitet werden soll, bis innerhalb der folgenden Anweisungen eine bestimmte Bedingung erreicht worden ist. 
Ein klassisches Beispiel wäre ein Iterationsverfahren, das solange wiederholt werden muss, bis eine bestimmte (von Anwender) im Schleifenkopf angegebene Schranke unterschritten worden ist.
Beispiel: Iterationsverfahrung zur Berechnung der Quadratwurzel einer Zahl 
Bitte die gewünschte Zahl als a angeben: 

	>   
	a := 2; 
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Bitte einen Startwert ( größer als epsilon (siehe unten) ) angeben, mit dem die Iteration begonnen werden soll 

	>   
	x := 1; 
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Bitte einen Schrankenwert  epsilon angeben. Wenn sich 2 aufeinanderfolgende Iterationswerte weniger als epsilon voneinander unterscheiden, soll dies als Kriterium gelten, dass die Iteration nun hinreichend genau ist. 

	>   
	epsilon := 0.00001; 
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Der noch nicht berechnete alte Iterationswert wird anfangs auf 0 gesetzt 
	>   
	x_alt := 0; 
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Iterationsschleife zur Berechung von sqrt(a) 

	>   
	while ( abs(x-x_alt) > epsilon ) do
  x_alt := x;                        
  x := ( x^2 + a ) / ( 2*x );
  evalf(x),evalf(sqrt(2)),evalf(x-sqrt(2));
end do; 
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if - then - elif -else - Konstrukte 


Nachdem wir die for - und die while -Schleife als Programmierkonstrukte in Maple kennengelernt haben, beschäftigen wir uns nun mit Verzweigungen aufgrund logischer Bedingungen  im Programmablauf. Das   if - then - elif -else  - Konstrukt gibt uns die Möglichkeit, aufgrund der Abfrage von Bedingungen verschiedene Anweisungsteile in Maple-Code auflaufen zu lassen. 

Im einfachsten Fall, können wir zum Beispiel, wenn wir den Logarithmus eines Wertes berechnen lassen, vorher prüfen, ob der übergebene Wert im Definitionsbereich der Logarithmusfunktion liegt 

	>   
	x := rand(10)(0) - 5; 


[image: image262.png]



	>   
	if  x > 0 then 
    print("ln(x) = ", evalf(ln(x)));
else 
    print("Eine Berechnung des Logarithmus ist nicht moeglich");
end if; 


[image: image263.png]‘Eine Berechnung des Logarithmus ist nicht moeglich”




Um auch noch einen anderen Fall auf der Webseite zeigen zu können,  wird der Programmcode einfach nochmal kopiert und ausgeführt. 

	>   
	x := rand(10)(0) - 5; 
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	>   
	if  x > 0 then 
    print("ln(x) = " , evalf(ln(x)));
else 
    print("Eine Berechnung des Logarithmus ist nicht moeglich");
end if; 
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Zeichenketten (engl.  strings ) werden in Maple in " (doppelten Anführungszeichen) angebeben. 
Wenn man print( ) zur Bildschirmausgabe verwendet, werden diese mit ausgegeben. 
Braucht man keine 2 Alternativen, kann man das if-Konstrukt  noch weiter vereinfachen, z.B. 

	>   
	x := rand(10)(0) - 5; 
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	>   
	if x > 0 then
   y := ln(x);
end if; 
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Braucht man mehr als 2 Alternativen und muss noch zusätzliche Bedingungen abprüfen, kann man hierzu weitere Bedingungen mit elif .. then einfügen
Das Syntax-Schema für das if - then - elif -else - Konstrukt sieht wie folgt aus

    if  <Bedingung 1> then
        Anweisungsblock1
        elif  <Bedingung 2> then
             Anweisungsblock2
           elif  <Bedingung3> then 

               Anweisungsblock 3
               elif ...
    else
       Default-Anweisungsblock
   end if; 

Der Default-Anweisungsblock wird ausgeführt, wenn alle oberen logischen Bedingungen nicht zutreffend waren. 
Das Konstrukt darf maximal einen oder keinen else -Block enthalten, aber keinen, einen oder mehrere elif... then  - Blöcke. 
7. Einlesen von Daten aus Dateien und Schreiben von Daten auf Dateien 

Das folgende Beispiel wurde auf Windows mit einer Datei namens testdaten.dat 
auf einer Diskette im Diskettenlaufwerk erstellt.
	>   
	restart:ssystem(`cd a:`);
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Mit ssystem( ) erfolgen vom Maple aus Zugriffe auf das Betriebssystem des Rechners.
Unter Windows können hier die MSDOS-Befehle; bei Unix als Betriebssystem dementsprechend Unix-Anweisungen eingegeben werden. Statt der zurückgeneigten einfachen Anführungszeichen können Sie in Maple 8 auch doppelte Anführungszeichen verwenden. 

Der erste Wert im Maple-Output (im obigen Fall die 0) ist der Rückgabewert der aufgerufenen Betriebssystem-Operation. Falls Sie hier eine 0 als Rückgabewert erhalten, konnte das Betriebssystem die verlangte Operation fehlerfrei durchführen. Sobald Sie als Rückgabewert eine Zahl ungleich 0 erhalten, trat bei dem Versuch ein Fehler auf. 

	>   
	ssystem(`dir a:*.dat`); 
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Einlesen der zweispaltigen Wertetabelle 

	>   
	daten := readdata(`a:testdaten.dat`,[float,float]); 
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Graphische Darstellung der Wertepaare 

	>   
	with(plots):p1 := listplot(daten,style=point,symbolsize=20,color=red):display(p1); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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Auf ein einzelnes Element kann über eine doppelte Indexierung zugegriffen werden 

	>   
	daten[1][2]; 
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Die eingelesenen Daten können mit Maple beliebig weiterverarbeitet werden.
Im Beispiel soll jeweils zum aus der 2. Spalte gelesenen Wert 1.5 dazuaddiert werden 

	>   
	for i from 1 to nops(daten) do
     daten[i][2] := daten[i][2] + 1.5;
end do; 
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Der bearbeitete Datensatz soll nun auf die Diskette unter dem neuen Namen test.dat  abgespeichert werden.
Das Schreiben einer Datei umfasst 3 Schritte:
1. Öffnen der Datei zum Schreiben einschließlich Zuweisung eines File-Descriptors (hier fd  genannt)
2. Schreiben der Werte mit fprintf. Dabei muss der Name des Filedescriptors, gefolgt von einem Formatbeschreiber (dieser entspricht der Notation in der Programmiersprache C) und dann die Liste der auf die Datei zu schreibenden Werte ausgegeben werden.
3. Mit fclose(<Name des verwendeten Filedescriptors>) muss der Schreibvorgang abgeschlossen werden.
Erst nachdem fclose (oder Maple beendet wurde) kann von anderen Programmen aus (z.B. mit einem Editor) auf die Datei zugegriffen werden. 

	>   
	fd := fopen(`a:test.dat`,WRITE):
for i from 1 to nops(daten) do
    fprintf(fd,"%g %g\n",daten[i][1],daten[i][2]):
end do:
fclose(fd); 


	>   
	ssystem(`dir a:*.dat`); 
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Achtung: für Pfadangaben innerhalb von ssystem brauchen Sie doppelte Backslashes, z.B. 

	>   
	ssystem(`dir c:\\temp`); 
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Die obigen Dateien befinden sich in diesem Beispiel ebenfalls unter c:\temp, weil das Maple-Programm bereits für 
c:\temp statt a:\ probiert worden ist. 

Ergänzungen zum File-I/O und zum Schreiben von Wertetabellen, Speichern reeller Zahlen mit höherer als 6-7 Stellen Genauigkeit 
Unter Windows und Unix das akuelle Verzeichnis, aus dem heraus Maple gestartet wurde feststellen 

	>   
	currentdir(); 
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Bemerkung: Da wir uns gerade auf einem Unix-System befinden, fehlt am Beginn der Zeichenkette die Angabe des Laufwerksbuchstabens. 

Speichern von reellen Werten mit höherer Genauigkeit als der Default-Wert vom Datentyp float,   der bei 6 bis 7 Stellen  Genauigkeit liegt. 
Defaultgenauigkeit von Maple 

	>   
	Digits; 
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liegt bei 10 Dezimalstellen. 

	>   
	fd := fopen("ueb06_10g.txt",WRITE);
for i from 0.0 to 10.0 by 2.0 do
      fprintf(fd," %16.10g   %16.10g\n",i,sqrt(i));
end do:
fclose(fd); 
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Was wurde geschrieben? 

	>   
	ssystem("cat ueb06_10g.txt"); 
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Mit dem Formatbeschreiber "%16.10g" wird eine Zahl vom Datentyp float auf 10 Stellen genau dargestellt.
Die Zahl 16 steht für die Gesamtfeldbreite, 10 für die Anzahl der Genaugkeitsstellen 

Die Daten wieder einlesen 

	>   
	wertepaare := readdata("ueb06_10g.txt",[float,float]); 
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Berechnet man den absoluten Differenzbetrag zw. dem abgespeicherten Wert und dem (Maple-Wert) der Quadratwurzel diesmal auf 12 Stellen genau, so zeigt sich dass beim Abspeichern (erwartungsgemäß) ein Rundungsfehler in der 10. - und damit letzten - Stelle auftritt. Beweis: 

	>   
	for i from 1 to 6 do
    evalf(abs(wertepaare[i][2]-sqrt((i-1)*2)),12);
end do; 
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Wir berechnen nun die Wurzel auf 14 Stellen genau und speichern diesmal im wissenschaftlichen Zahlenformat (Exponenten-Darstellung der Zahlen mit Exponenten zur Basis 10) ab 

	>   
	Digits := 14; 
fd := fopen("ueb06_14e.txt",WRITE);
for i from 0.0 to 10.0 by 2.0 do
      fprintf(fd," %20.13e   %20.13e\n",i,sqrt(i)):
end do:
fclose(fd); 
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	>   
	ssystem("cat ueb06_14e.txt"); 


[image: image329.png][0," 0.0000000000000e-01  0.0000000000000e-01




[image: image330.png]2.0000000000000e+00  1.414213562373 1e+00




[image: image331.png]4.0000000000000e+00  2.0000000000000e+00




[image: image332.png].0000000000000e+00  2.449439742783 2e+00




[image: image333.png]8.0000000000000e+00  2.8284271247462e+00




[image: image334.png]1.0000000000000e+01  3.1622776601 634e+00




[image: image335.png]



Beim verwendeten wissenschaftlichen Zahlenformat '%20.13e' wird eine Stelle vor dem Komma, der Punkt, 13 Nachkommastellen, 'e' als Kennzeichnung für den Exponenten, das Vorzeichen des Exponenten und 2 Stellen Exponent zur Basis 10 dargestellt. Weil außerdem noch vor der Zahl vor dem Komma noch Platz für die Darstellung eines Vorzeichens sein muss, muss die Zahl, die die Gesamtstellenanzahl vor der Zahl für die Nachkommastellen, um 
  1 Stelle für das Vorzeichen 

  1 Stelle für die Ziffer vor dem Komma 

  1 Stelle für den Punkt 

  1 Stelle für 'e' 

  1 Stelle für das Vorzeichen des Exponenten 

  2 Stellen für den Exponenten, somit 

mindestens um 7 größer sein, als die Zahl für die Nachkommastellen. 

Zum Vergleich mit den auf die Datei geschrieben Werten, wird die Wertetabelle  nochmals berechnet und in optisch schöner Form dargestellt. 

	>   
	with(LinearAlgebra): 


	>   
	<seq(<2*i|evalf(sqrt(2*i),14)>,i=0..5)>;
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8. Lösen linearer Gleichungssysteme mit solve() 

	>   
	eq1 := x + y + z = 2;
eq2 := 2*x - z = -3;
eq3 := 3*x - y = -5; 
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	>   
	loesung := solve({eq1,eq2,eq3},{x,y,z}); 
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	>   
	loesung[1]; 
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	>   
	loesung[2]; 
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	>   
	loesung[3]; 
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	>   
	assign(loesung); 


	>   
	x; 
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	>   
	y; 
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	>   
	z; 
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Lineare Algebra 

Allgemeines 

Ab Maple 6 bietet das Package 'LinearAlgebra' im Vergleich zum alten Package 'linalg' von MAPLE V wesentlich mehr Funktionen und einen einfacheren Syntax .Insbesondere wurden seit Maple 6 die NAG-Libraries integiert. Durch die integrierten NAG-Libraries ist es möglich, direkt von Maple aus numerische Probleme mit der  in der Macro-Variablen Digits eingestellten ("Software"-)Genauigkeit zu lösen. Die Software-Genauigkeit kann die Hardware-Genauigkeit der Zahlendarstellung (' HardwareFloats ') weit übersteigen. 
Das Package LinearAlgebra wird aktiviert mit 

	>   
	with(LinearAlgebra); 
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Damit stehen jetzt alle die oben aufgelisteten Funktionen zur Linearen Algebra zusätzlich zur Verfügung. 

Vektoren, Skalar- und Vektorprodukt 

Vektoren lassen sich ab Maple 6 auf 2 verschiedene Arten definieren. 

	>   
	v1 := Vector([1,2,3]);whattype(%); 
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Dies ist die ausführliche Methode, um sich einen Zeilenvektor zu definieren. Um den Vektor zu definieren, könnte man-falls gewünscht- noch ausführlicher schreiben 

	>   
	v2 := Vector[column]([4,5,6]);whattype(%); 
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Man kann allerdings auch die Abkürzung verwenden 

	>   
	v3 := <1,0,-2>;whattype(%); 
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werden die Elemente durch Kommatas getrennt, wird ein Spaltenvektor aus den innerhalb der eckigen Klammern stehenden Elementen konstruiert. Schreibt man als Trennzeichen statt der Kommatas senkrechte Striche 

	>   
	v4 := <2|3|4>;whattype(%); 
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erhält man einen Zeilenvektor. Ein Zeilenvektor lässt sich ausführlich über 
	>   
	v5 := Vector[row]([5,6,7]);whattype(%); 
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definieren. 

Will man von zwei Vektoren das Skalarprodukt berechnen, so sollte im strengen mathematischen Sinne 
der erste Vektor ein Zeilenvektor und der 2. Vektor ein Spaltenvektor sein. 

	>   
	v4; whattype(%); 
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	>   
	v3;whattype(%); 
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	>   
	sk1 := v4.v3; 
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Statt dieser einfachen Schreibweise lässt sich mit 
	>   
	sk2 := DotProduct(v4,v3); 
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ebenfalls das Skalarprodukt berechnen. 
Versuchte man mit der einfachen Syntax in Maple 6 das Skalarprodukt aus zwei Spaltenvektoren zu berechnen, trat in Maple 6 die Fehlermeldung auf, dass der erste Vektor ein Zeilenvektor sein müsse. 

Ab Maple 7 wurde der interne Regelsatz zur Berechnung des Skalarprodukts verändert, so dass nun der erste Vektor intern in einen Zeilenvektor umgesetzt wird und anschließend das Skalarprodukt berechnet wird. 
	>   
	v2; v3; 


[image: image379.png]



[image: image380.png]



	>   
	sk3 := v2.v3; 
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	>   
	sk4 := DotProduct(v2,v3); 
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Auch bei der Verwendung von DotProduct wird der erste Vektor, falls er, wie hier ein Spaltenvektor ist, transponiert (und komplex konjugiert) und erst danach das Skalarprodukt berechnet. Bei einem reinen reellen Zahlenbeispiel ist dieser Effekt jedoch nicht sichtbar. Was intern passiert, lässt sich besser beobachten, wenn man statt Zahlen, Variablen in den Vektorkomponenten verwendet 
	>   
	v6 := <a,b,c>;whattype(%); 
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	>   
	v7 :=<x,y,z>;whattype(%); 
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	>   
	sk5 := DotProduct(v6,v7); 
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Dies geht auch ab Maple 7 für mit der Kurzschreibweise des Skalarprodukts 

	>   
	sk5 := v6.v7; 
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Die Querstriche über a, b und c zeigen an, dass die evtl. zugeordneten Zahlenwerte komplex konjugiert werden müssen. 

In beiden Varianten wird ab Maple 7 der erste Vektor transponiert (d.h, der Spaltenvektor wird in einen Zeilenvektor umgewandelt und die einzelnen Komponenten des ersten Vektors werden komplex konjugiert.). Der Strich oben über den Variablennamen steht für "komplex konjugiert". Das Komplex-Konjugierte einer reellen Zahl ist die Zahl selbst, weshalb  im Zahlenbeispiel von oben der Vorgang nicht sichtbar war. Mit 

Zur genaueren Verdeutlichung der internen Umwandlungen bei der Berechnung des Skalarprodukts deshalb nochmal ein Zahlenbeispiel mit komplexen Zahlen 

	>   
	v6c := <I,1-I,2*I>; whattype(%); 
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	>   
	whattype(v6c[2]); 


[image: image391.png]complex




	>   
	v7c := <1,0,-3+I>;whattype(%); 
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	>   
	sk5c := DotProduct(v6c,v7c); 
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In äquivalenter Schreibweise ab Maple7 

	>   
	sk5c := v6c.v7c; 
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und in expliziter Berechnung 

	>   
	HermitianTranspose(v6c).v7c; 


[image: image396.png]2451




HermitianTranspose sorgt dafür, dass ein Spaltenvektor zu einem Zeilenvektor transponiert und die einzelnen Komponenten komplex konjugiert werden und wird u.a. für quantenmechanische Berechungen häufiger benötigt. 

Will man den Vorgang des Komplex-Konjugierens explizit ausschalten (auch wenn man ausschliesslich im Reellen arbeitet und die von Maple eingefügten Striche über den ersten Vektor nur stören würden, kann man mit 
	>   
	sk5 := DotProduct(v6,v7,conjugate=false); 


[image: image397.png]



das Komplex-Konjugieren beim ersten Spaltenvektor unterdrücken. 

Mit 
	>   
	v6_trans := Transpose(v6); 


[image: image398.png]v6_trans
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lässt sich ein Spaltenvektor in einen Zeilenvektor umwandeln und 

umgekehrt. Für reelle Vektoren ließe sich das Skalarprodukt demnach 

auch über 

	>   
	sk6 := Transpose(v6).v7; 


[image: image399.png]



berechnen. Sind die Koeffizienten tatsächlich komplexwertig, ist 
	>   
	sk6_herm := HermitianTranspose(v6).v7; 


[image: image400.png]k6 herm=azx+by+cz





angebracht (z.B. in der Quantenmechanik). Der hermitesch transponierte Vektor zu einem Spaltenvektor ist 

	>   
	v6_herm_trans := HermitianTranspose(v6); 


[image: image401.png]v6_herm_trana = [a, b, ¢]




der Zeilenvektor mit komplex konjugierten Komponenten. 
Ab Maple 7  gilt als Auswerteregel für das Skalarprodukt zweier Spaltenvektoren 

	>   
	sk6_herm := v6.v7; 


[image: image402.png]k6 herm=azx+by+cz





(was in Maple 6 in dieser einfachen Form noch nicht möglich war), sich aber analog über 

	>   
	sk6_herm := DotProduct(v6,v7); 


[image: image403.png]k6 herm=azx+by+cz





realisieren ließ. 

Das Vektorprodukt zweier (Spalten)-Vektoren   

	>   
	v6,v7; 


[image: image404.png]



lässt sich berechnen über 

	>   
	cpr := CrossProduct(v6,v7); 


[image: image405.png]bz-cy
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Matrizen 

Einfache Matrizen kann man sich einfach aus der Reihung von Zeilenvektoren definieren 

	>   
	M1 := <<1|2|3>,<4|5|6>,<7|8|9>>; whattype(%); 


[image: image406.png]
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oder man kann alternativ Spaltenvektoren nebeneinanderstellen 

	>   
	M2 := <<a,b,c>|<d,e,f>|<g,h,i>>; whattype(%); 


[image: image408.png]
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Alternativ kann man auch mit Matrix() arbeiten. Hier werden die einzelnen Elemente als verschachtelte Listen angegeben: 

	>   
	M3 := Matrix([[1,2,3],[x,y,z],[a,b,c]]); 


[image: image410.png]



Auf die einzelnen Elemente der Matrix lässt sich über Indizierung durch Angabe der jeweiligen Zeilen- und Spaltenindices zugreifen 

	>   
	M3[2,3]; 


[image: image411.png]



	>   
	M2[2,3]; 


[image: image412.png]



	>   
	M1[2,1]; 


[image: image413.png]



Es lassen sich genauso einfach nichtquadratische Matrizen erzeugen 

	>   
	M4 := Matrix([[1,2,3],[4,5,6]]); whattype(%); 


[image: image414.png]
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wie sie häufig in der numerischen Mathematik auftreten. 
Betrachtet man den Programmierhintergrund des Matrix-Deklarationen, so handelt es sich um Konstruktoren, wie man Sie auch aus C++ kennt, mittels derer die gewünschten Objekte angelegt werden. Je nach Art der Übergabeelemente, werden anderen Konstruktor-Anweisungen aufgerufen, die jedoch alle den gleichen Namen besitzen. 
Auf diese Art und Weise  gibt es verschiedene Matrix-Routinen, die jeweils immer die Datenstruktur Matrix erzeugen, dies jedoch je nach Art der Übergabeelemente anders ausführen. 
Es gibt z.B. die sehr einfache Anweisung in Maple, eine Matrix zu erzeugen. 
	>   
	M5 := Matrix(2); whattype(%); 


[image: image416.png]
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	>   
	M6 := Matrix(2,3); whattype(%); 


[image: image418.png]
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	>   
	M7 := Matrix(2,3,5); whattype(%); 


[image: image420.png]
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	>   
	M8 := Matrix(1..3,1..4,1); whattype(%); 


[image: image422.png]
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In den obigen Beispielen wurden die einzelnen Komponenten der Matrizen mit dem angegebenen Wert belegt. 
Fehlte dieser, so wurde 0 verwendet. 
Mit der Anweisung  MatrixOptions( ) können in Maple Informationen zu der Maple-internen Darstellung einer Matrix aufgerufen werden. Zum Beispiel mit 

	>   
	MatrixOptions(M8); 


[image: image424.png]shape = [ ], datatype = anything, siorage = rectangular, order = Fortran_order




sieht man, dass keine speziellen Vereinbarungen zur Form der Matrix getroffen wurde ( shape=[ ] ),  die Matrix keine Festlegung des Datentyps der Komponenten kennt es sich um eine rechteckige Matrix handelt und die Matrix-Komponenten in der in der Programmmiersprache Fortran festgelegten Reihenfolge im Hauptspeicher des Rechners abgelegt wurden. Fortran_order besagt, dass erst die 1. Spalte, dann die 2. Spalte, dann soweit vorhanden, die 3. Spalte der Matrix im Memory abgelegt wurde. 

Zur Erzeugung von Einheitsmatrizen besteht ebenfalls eine einfache Möglichkeit 

	>   
	ME := Matrix(3,shape=identity); 


[image: image425.png]



Bei dieser Art von Definition wird intern in Maple die Matrix anders gehandhabt 

	>   
	MatrixOptions(ME); 


[image: image426.png]shape = [ identity], datatype = anything, storage
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oder 

	>   
	ME2 := IdentityMatrix(3); 
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	>   
	MatrixOptions(ME2); 


[image: image428.png]shape = [ identity], datatype = anything, storage
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Um die einzelnen Komponenten einer Matrix in Abhängigkeit von den Indizes zu berechnenden Werten zu belegen, lässt sich eine Zuweisungsvorschrift angeben, z.B. soll gelten 

	>   
	M9 := Matrix(3,3,(i,j)-> 1/(i+j-1)); 


[image: image429.png]



	>   
	MatrixOptions(M9); 


[image: image430.png]shape = [ ], datatype = anything, siorage = rectangular, order = Fortran_order




Die obere Matrix ist ein Beispiel für eine Hilbertmatrix 

	>   
	M10 := HilbertMatrix(3,3,1); 


[image: image431.png]M=




	>   
	MatrixOptions(M10); 


[image: image432.png]shape = [ ], datatype = anything, siorage = rectangular, order = Fortran_order




Exkursion in die numerische Mathematik 

Hilbertmatrizen sind in der numerischen Mathematik wegen Ihrer schlechten Kondition berühmt-berüchtigt, denn die numerischen Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme führen bei schlecht konditionierten Problemen in der Regel zu unbefriedigenden Resultaten. 
	>   
	ConditionNumber(M10); 


[image: image433.png]748




Geht man von der Definition der Kondition einer Matrix aus, so ist dem obigen Befehl äquivalent 

	>   
	Norm(M10,infinity)*Norm(MatrixInverse(M10),infinity); 


[image: image434.png]748




Damit hätten wir auch noch die Befehle zur Berechnung der Norm von Matrizen und zur Berechnung der Inversen einer Matrix kennengelernt. Die Option infinity bedeutet, dass bei der Berechnung der Matrix-Norm die "Unendlich Norm" = Zeilenbetragssummennorm herangezogen werden soll. Wichtige weitere Informationen zu Normen von Matrizen und Vektoren erhält man über 

	>   
	?LinearAlgebra,Norm 


Zugriff auf einzelne Komponenten 

Auf einzelne Komponenten eines Vektors oder einer Matrix kann man über die Angabe der Indizes zugreifen 

	>   
	v := Vector([x,y,z]); 


[image: image435.png]



Eine Vektorkomponente herausgreifen: 

	>   
	v[1]; 


[image: image436.png]



	>   
	M := Matrix([[1,2,3],[-1,-2,-3],[0,0,1]]); 


[image: image437.png]



Eine Matrix-Komponente herausgreifen: 

	>   
	M[2,3]; 


[image: image438.png]



Diese Matrix-Komponente in der 2. Zeile und 3. Spalte soll verändert werden: 

	>   
	M[2,3] := 0; 


[image: image439.png]



	>   
	M; 


[image: image440.png]



Eine Untermatrix herausgreifen: 

	>   
	MU1 := M[2..3,1..2]; 


[image: image441.png]



oder mit 

	>   
	MU2 := SubMatrix(M,[1,3],[1,3]); 
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	>   
	MU3 := SubMatrix(M,[1,3],1..3); 


[image: image443.png]MU3 =





Eine Zeile der Matrix herausgreifen 

	>   
	Z1_MU3 := Row(MU3,1); 


[image: image444.png]Z1_MU3
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Eine Spalte einer Matrix herausgreifen 

	>   
	Sp3_MU3 := Column(MU3,3); 


[image: image445.png]5p3_MU3 =





Mehrere Matrix-Komponenten gleichzeitig verändern 

Zunächst wird eine 3 x 5 - Einheits-Matrix erzeugt 

	>   
	M2:= IdentityMatrix(3,5,compact=false); 


[image: image446.png]



	>   
	MatrixOptions(M2); 


[image: image447.png]shape = [ ], datatype = anything, siorage = rectangular, order = Fortran_order




Die Option compact=false weist Maple an, eine vollständige Matrix einschliesslich der mit 0 belegten Nebendiagonalelemente zu erzeugen. Fehlt diese Option, so würde intern eine speichersparende Version von M2 verwendet ( storage=empty ) mit dem Nachteil, dass später die Nebendiagonalelemente nicht mehr verändert werden könnten. 

Die Anzahl der Zeilen einer Matrix erhält man mit 

	>   
	RowDimension(M2); 


[image: image448.png]



dementsprechend die Anzahl der Spalten 

	>   
	ColumnDimension(M2); 


[image: image449.png]



Jetzt sollen im Beispiel alle Komponenten der Matrix M2 in der Diagonalen rechts neben der 1 mit -1 belegt werden. 

Dies kann man  z.B. mittels einer Schleife tun 

	>   
	for i from 1 to RowDimension(M2)do
    M2[i,i+1] := -1
end do; 
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	>   
	M2; 


[image: image453.png]



Will man auf alle Komponenten einer Matrix eine Abbildungsvorschrift anwenden, so kann man dafür Map() einsetzen 

	>   
	Map(x -> abs(x),M2); 


[image: image454.png]



Damit werden die Komponenten der Matrix dauerhaft verändert 

	>   
	M2; 


[image: image455.png]



Normen 

Zunächst soll jeweils ein Vektor und eine Matrix mit indizierten Komponenten erzeugt werden: 

	>   
	v := Vector(3,i -> x[i]); 


[image: image456.png]



	>   
	M := Matrix(3,3,(i,j) -> a[i,j]); 
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Die defaultmäßig von Maple berechnete Norm eines Vektors ist die Maximums-Betrags- oder Unendlich-Norm. 

	>   
	n := Norm(v); 
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	>   
	n := Norm(v,infinity); 


[image: image459.png]no=max(|z || %) %))




Will man die in der Physik- und Technik üblichere Vektornorm (Wurzel aus der Summe der Komponentenquadrate) - die Euklidsche oder 2er-Norm - mit Maple berechnen, so verwendet man: 

	>   
	n := Norm(v,2); 


[image: image460.png]



oder 
	>   
	n := Norm(v,Euclidean); 


[image: image461.png]



Fü Mathematiker: Maple kann auch mit einer p-Norm arbeiten, siehe dazu 

	>   
	?LinearAlgebra,Norm 


Die Normen von Matrizen lassen sich ebenfalls  mit Norm( ) berechnen. 

Die Unendlich-Norm einer Matrix (Zeilenbetragssummen-Maximum-Norm): 

	>   
	nm := Norm(M); 
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Die Spaltenbetragssummen-Maximum-Norm: 

	>   
	nm1 := Norm(M,1); 
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und die Spektralnorm einer Matrix: 

	>   
	nm := Norm(M,2): 


Winkel zwischen 2 Vektoren 

Über das Skalarprodukt ist der Winkel zwischen 2 Vektoren definiert 

	>   
	v1 := Vector([3,0]);
v2 := Vector([1,1]); 


[image: image464.png]
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Um Vektoren als Pfeile darstellen zu können, wird das Package 'plottools' benötigt 

	>   
	with(plottools); 
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[image: image468.png]rotate, scale, semitorus, sphere, steliate, tetrahedron, torus, transform, tanslate, viml]




Achtung: um die beiden Plotobjekte p1 und p2 darstellen zu können, benötigen Sie statt dem üblichen display( ) diesmal plots[display]( ) 

	>   
	p1 := arrow([0,0],convert(v1,list),0.1,0.4,0.1,color=red):
p2 := arrow([0,0],convert(v2,list),0.1,0.4,0.1,color=green):
plots[display](p1,p2,view=[0..5,-1..4],scaling=constrained); 


[image: image469.png]



Der Winkel zwischen den beiden Vektoren lässt sich berechnen als 

	>   
	phi := arccos(DotProduct(v1,v2)/(Norm(v1,2)*Norm(v2,2))); 


[image: image470.png]



	>   
	convert(phi,degrees); 


[image: image471.png]45 degrees




Mittels der letzten Konvertierung lassen sich die Winkelangaben in Grad umrechnen, die Umkehroperation (Darstellung des Winkels in Radiant) ist 

	>   
	convert(%,radians); 


[image: image472.png]A




Natürlich könnte man auch explizit rechnen 

	>   
	phi; 


[image: image473.png]A




	>   
	phi/Pi*180; 


[image: image474.png]



und erhielte dann den Winkelwert in Grad ohne den Zusatz 'degrees'. 

Ab Maple 6 braucht man nicht unbedingt zur Berechnung der Winkel den Umweg über die Berechnung des Skalarprodukts und die Berechnung der bei den Vektorlängen zu nehmen. Man kann auch direkt den Winkel zwischen 2 Vektoren erhalten mittels 

	>   
	psi := VectorAngle(v1,v2); 


[image: image475.png]



Einige Operationen mit Matrizen 

Matrizen lassen sich auf einfache Art addieren,subtrahieren und multiplizieren 

	>   
	M1 := <<1|2|3>,<-1|-2|-3>,<0|0|1>>; 
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	>   
	M2 := <<-1|0|0>,<0|1|0>,<0|0|1>>; 
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	>   
	M3 := M1 + M2; 
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	>   
	M4 := M1 - M2; 


[image: image479.png]



	>   
	M5 := M1.M2; 


[image: image480.png]M=




Die Matrixmulitplikation ist nicht kommutativ 

	>   
	M6 := M2.M1; 
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Die Determinante einer Matrix lässt sich leicht berechnen mit 

	>   
	d6 := Determinant(M6); 
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	>   
	d5 := Determinant(M5); 


[image: image483.png]



	>   
	M2; 
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	>   
	d2 := Determinant(M2); 


[image: image485.png]



Den Rang einer Matrix erhält man durch 

	>   
	r2 := Rank(M2); 


[image: image486.png]



	>   
	M6; 


[image: image487.png]-1

-1

-2

-2

-3

-3




	>   
	r6 := Rank(M6); 


[image: image488.png]



Erzeugen der inversen Matrix: 

	>   
	M2_inv := M2^(-1); 


[image: image489.png]



Oder in ausführlicher Schreibweise 

	>   
	MatrixInverse(M2); 


[image: image490.png]



Ist die Matrix nicht invertierbar, erhält man folgende Fehlermeldung 

	>   
	M6_inv := M6^(-1); 


Error, (in rtable/Power) singular matrix


Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix 

	>   
	3*M6; 


[image: image491.png]



oder für das gleiche Resultat 

	>   
	MatrixScalarMultiply(M6,3); 


[image: image492.png]



Matrix-Vektor-Multiplikation 

Zunächst wird eine Drehmatrix DMatr konstruiert 

	>   
	DMatr := <<cos(Pi/6)|-sin(Pi/6)|0>,<sin(Pi/6)|cos(Pi/6)|0>,<0|0|1>>; 


[image: image493.png]



Drehmatrizen sind orthogonal 

	>   
	IsOrthogonal(DMatr); 


[image: image494.png]



die Determinante einer Drehmatrix ist 1 

	>   
	Determinant(DMatr); 


[image: image495.png]



Es werden nun 3 Vektoren durch die Drehmatrix abgebildet 

	>   
	v1 := <2,0,0>; 


[image: image496.png]



	>   
	v2 := <0,1,0>; 


[image: image497.png]



	>   
	v3 := <1,1,3>; 


[image: image498.png]



Die einfachste Syntax hierfür ist 

	>   
	v1n := DMatr.v1; 
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man kann aber auch ausführlicher schreiben 

	>   
	v2n := MatrixVectorMultiply(DMatr,v2); 
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	>   
	v3n := MatrixVectorMultiply(DMatr,v3); 


[image: image501.png]



Graphische Darstellung: 

	>   
	with(plottools):
ursprung := [0,0,0]:
p1 := arrow(ursprung,convert(v1,'list'),0.1,0.4,0.2,color=red):
p1n := arrow(ursprung,convert(v1n,'list'),0.1,0.4,0.2,color=orange):
p2 := arrow(ursprung,convert(v2,'list'),0.1,0.4,0.2,color=green):
p2n := arrow(ursprung,convert(v2n,'list'),0.1,0.4,0.2,color=khaki):
p3 := arrow(ursprung,convert(v3,'list'),0.1,0.4,0.2,color=blue):
p3n := arrow(ursprung,convert(v3n,'list'),0.1,0.4,0.2,color=turquoise):
plots[display](p1,p1n,p2,p2n,p3,p3n,view=[-3..3,-3..3,-3..3],orientation=[-45,45],axes=NORMAL,scaling=constrained);


[image: image502.png]



Lösen linarer Gleichungssysteme (A.x = b) 

Im einfachsten Fall lassen sich lineare Gleichungssysteme, die in der Matrix-Vektor-Darstellung vorliegen, mit LinearSolve() lösen 

	>   
	A := <<1|1|1>,<2|0|-1>,<3|-1|0>>; 


[image: image503.png]



	>   
	b := <2,-3,-5>; 


[image: image504.png]



	>   
	x := LinearSolve(A,b); 


[image: image505.png]



Gegenprobe: 

	>   
	A.x -b; 


[image: image506.png]



Aus der Matrix-Vektor-Form der linearen Gleichungen lässt sich mit GenerateEquations das lineare Gleichungssystem erzeugen. Will man x als eine der 3 Variablen verwenden, muss vorbereitend die Zuweisung an x von oben wieder aufgehoben werden. 

	>   
	unassign('x'):gleichungen := GenerateEquations(A,[x,y,z],b); 


[image: image507.png]-3,3x-
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Das Gleichungssystem in optisch schönerer Darstellung: 

	>   
	for i from 1 to nops(gleichungen)do
     gleichungen[i];
end do; 
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Lineare Gleichungssysteme lassen sich auch mit solve( ) lösen 

	>   
	loes := solve(convert(gleichungen,set),{x,y,z}); 


[image: image511.png]loes





	>   
	assign(loes); 


	>   
	x; y; z; 
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	>   
	


Für niederdimensionale Probleme sind im Prinzip beide Wege (Matrix-Vektor-Form, LinearSolve( ) oder lineares Gleichungssystem mit solve( ) lösen) gangbar. 
Bei höher dimensionalen Systemen ist das Verfahren mit LinearSolve überlegen. 
Hier kann je nach Problemstellung der Lösungsweg gewählt und (mit Hilfe von printlevel bzw. infolevel) genau verfolgt und nachvollzogen werden. Des weiteren können hier bei Bedarf spezielle numerische Lösungsverfahren mit Hilfe der NAG-Library-Routinen eingesetzt werden.

9. Beispielanwendung zu GenerateEquations 

> restart: 

> with(LinearAlgebra): 

Wenn man wissen möchte, welche Lösungsverfahren Maple intern einsetzt, kann man 
die Makrovariable infolevel, deren Default-Wert 0 ist, explizit höher setzen. Es sind die Werte 

0,1,2 und 3 zugelassen. Man kann dies speziell für ein Package tun 

> infolevel[LinearAlgebra]:=3; 

[image: image515.png]infolevelrs, v dlostra”




oder für alle internen Befehle durchführen 

> infolevel[all]:=3: 

> M := Matrix(3,3,[[3,2,5],[4,2,4],[5,7,3]]); 

[image: image516.png]



> b := Vector(3,[13,12,21]); 

[image: image517.png]



Es soll nun der Vektor a gefunden werden, für den gilt: M.a=b 

> a := LinearSolve(M,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [13,12,21], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   solve
solve/linear:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   z[2], 2*z[1]+z[2]+2*z[3]-6, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   2
solve/linear/integer/sparse:   z[3], -z[1]-1+z[3], 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   1
solve/linear/integer/sparse:   z[1], -20*z[1]+10, -20
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   3
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   2
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   1
[image: image518.png]



Durch die Aktivierung von infolevel auf den Wert 3 erhält man Einblick auf das interne Lösungsverfahren von Maple. Es wird das Verfahren solve/linear/integer/sparse eingesetzt. 

Händisch würde im obigen Fall in etwa die 3. Gleichung nach der 2. Variable z[2] aufgelöst, diese in die 2. Gleichung eingesetzt und die resultierende Gleichung nach der 1. Variablen z[1] aufgelöst. Damit erhält man eine Gleichung mit z[1] auf der linken Seite und nur noch z[3] und Zahlenwerte auf der rechten Seite. Setzt man die beiden erhaltenen Substitutionsgleichungen jeweils in die erste Gleichung ein, erhält man einen Zahlenwert für z[3]. Durch Rückwärtssubstitution erhält man aus den Zwischenschrittgleichungen die Lösungen für z[1] und z[2]. 

Gegenprobe, ob a eine Lösung des Problems ist: 
> M.a-b; 

subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
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Der Matrix-Vektor-Formulierung ist die Formulierung des linearen Gleichungssystems mit 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten äquivalent. Zur Umformulierung bietet Maple die Anweisung GenerateEquations() 

> eq_liste := GenerateEquations(M,[x,y,z],b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [13,12,21], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
[image: image520.png]eq lister=1[3 x+2y+52="13, 4 x+2 y+4 z=-12, 5 x+T y+3 z=21]





> eq_liste[1];eq_liste[2];eq_liste[3]; 

[image: image521.png]3 x+2y+5z2=13




[image: image522.png]4 x+2 yprd z=212
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Dieses Form des linearen Gleichungssystems lässt sich mit solve( ) lösen 

> loes := solve({op(eq_liste)},{x,y,z}); 

solve/linear/sparse/algnum:   # equations is:   3
solve/linear/sparse/algnum:   best unknown/equation   z   2*x+y+2*z-6
solve/linear/sparse/algnum:   # equations is:   2
solve/linear/sparse/algnum:   best unknown/equation   x   -2*x-1/2*y+2
solve/linear/sparse/algnum:   # equations is:   1
solve/linear/sparse/algnum:   best unknown/equation   y   -10+5*y
solve/linear/sparse/algnum:   backsubstitution at:   3
solve/linear/sparse/algnum:   backsubstitution at:   2
solve/linear/sparse/algnum:   backsubstitution at:   1
[image: image524.png]



Die Lösungen lassen sich fest zuweisen mit 

> assign(loes); 

> x; 
[image: image525.png]



> y; 
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> z; 

[image: image527.png]



Gegenprobe, ob die berechneten Werte von x, y und z tatsächlich Lösungen sind: 

> for i from 1 to 3 do
eq_liste[i];
od; 

[image: image528.png]
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Nun soll nochmals aus den Gleichungen mehr händisch die Lösung ermittelt werden: 

> restart:with(LinearAlgebra):
M := Matrix(3,3,[[3,2,5],[4,2,4],[5,7,3]]);
b := Vector(3,[13,12,21]); 

[image: image531.png]
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> eq_liste := GenerateEquations(M,[x,y,z],b); 

[image: image533.png]eq lister=1[3 x+2y+52="13, 4 x+2 y+4 z=-12, 5 x+T y+3 z=21]





Die 2. Gleichung wird nach y aufgelöst. loes_II ist die Variable y als Funktion von x und z. 

> loes_II := solve(eq_liste[2],y); 

[image: image534.png]2 x—2z+6




Setzt man nun loes_II in die 2. Gleichung ein, erhält man als loes_I eine Gleichung für x als alleinige Funktion von z 

> loes_I := solve(subs(y=loes_II,eq_liste[1]),x); 

[image: image535.png]



Nun muss die verbleibende Gleichung eingesetzt werden, um aus den bisherigen Umformungen 

der Gleichungen II und I zusammen mit der III. Gleichung eine einzige Gleichung zu gewinnen, die die Bestimmungsgleichung für z darstellt. Die 3. Gleichung lautet bisher 

> eq_liste[3]; 

[image: image536.png]5x+T y+3z=21




Nun wird das gewonnene y(x,z), und danach x(z) in die 3. Gleichung eingesetzt, so dass man allein eine Gleichung nur in Abhängigkeit von z erhält 

> subs(y=loes_II,x=loes_I,eq_liste[3]); 

[image: image537.png]—20z+51-="21




Man löst diese und erhält durch Rückwärtssubstitution die Zahlenwerte für x und y. 

> loes_III := solve(%,z); 

[image: image538.png]3
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> z := loes_III; x := loes_I; y := loes_II; 

[image: image539.png]
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Dies war ein einfaches algebraisches Verfahren zur Lösung des linearen Gleichungssystems. 

Das gewählte Lösungsverfahren bei der Formulierung des Gleichungssystems in Matrixdarstellung wurde als solve/linear/integer/sparse wegen der ganzzahligen Komponenten in der Matrix gewählt. Nochmals: 

> restart:with(LinearAlgebra):
M := Matrix(3,3,[[3,2,5],[4,2,4],[5,7,3]]);
b := Vector(3,[13,12,21]); 
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> infolevel[all]:= 3: 

Als Voreinstellung wählt Maple für dieses Zahlenbeispiel 
> a := LinearSolve(M,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [13,12,21], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   solve
solve/linear:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   z[2], 2*z[1]+z[2]+2*z[3]-6, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   2
solve/linear/integer/sparse:   z[1], -z[1]-1+z[3], -1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   1
solve/linear/integer/sparse:   z[3], 30-20*z[3], -20
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   3
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   2
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   1
[image: image544.png]



Nun soll in der Matrix M ein Wert vom Datentyp einer ganzen Zahl auf eine Gleitpunktzahl (Kommazahl) gesetzt werden und wir wollen beobachten, welche Art von Lösungsverfahren Maple nun wählt: 

> M: M[1,1]:=1.0*M[1,1]:M; loes := LinearSolve(M,b); 

[image: image545.png]



ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [13,12,21], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   hw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   hw_f07aef
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Wie man sieht, geht Maple, sobald eine Komponente der Matrix eine Gleitpunktzahl ist, ein anderes Lösungsverfahren. Statt eines algebraischen Umformungs- und Einsetzungsverfahrens wählt Maple ein numerisches Verfahren aus den NAG-Libraries namens (hw_f07adf), dem sich hw_f07aef anschließt. Es handelt sich um ein numerisches Verfahren für die Darstellung der Zahlen mit doppelter floating-point-Genauigkeit, bei der als Zwischenschritt die Zerlegung der Matrix M in eine rechte untere Dreicksmatrix und eine linke obere Dreiecksmatrix eingesetzt wird. Im Englischen spricht man von der Zerlegung in eine "lower and upper triangular Matrix" oder LU-Decomposition, im Deutschen von der LR-Zerlegung. 

> Digits; 
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> evalf(loes); 
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Es soll nun eine Genauigkeit gewählt werden, die über die Darstellungsgenauigkeit der doppelten floating-point-Genauigkeit hinausgeht 

> Digits := 50:M;b; 
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> loes_dg := LinearSolve(M,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [13,12,21], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Wie wir sehen, ruft Maple nun ein anderes Programm aus den NAG-Libraries auf, das der Forderung nach 50 Genauigkeitsstellen gerecht wird. Im Namen der Routinen sw_f07adf und sw_f07aef steht "sw" für Software-Genauigkeit. Diese wird allein durch den Wert der Variablen Digits bestimmt.Dadurch ist es möglich, dass Maple die Genauigkeitsanforderungen des Anwenders problemlos erfüllen kann.
Weitere Beispiele dazu:
with(LinearAlgebra): 

> infolevel[LinearAlgebra] := 3: 

> A := <<1|2|3>,<0|1|2>,<0|0|3>>; 
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> v := <x,y,z>; 

[image: image553.png]



> b := <3,3,3>; 

[image: image554.png]



> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   solve
solve/linear:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   z[3], z[3]-1, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   2
solve/linear/integer/sparse:   z[2], z[2]-1, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   1
solve/linear/integer/sparse:   z[1], z[1]+2, 1
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   3
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   2
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   1
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> s := LinearSolve(A,b,method='subs'); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
ProcessOptions:   "Option: method = subs"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   subs
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
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> infolevel[all] := 3: 

> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   solve
solve/linear:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   # equations   3
solve/linear/integer/sparse:   z[3], z[3]-1, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   2
solve/linear/integer/sparse:   z[2], z[2]-1, 1
solve/linear/integer/sparse:   # equations   1
solve/linear/integer/sparse:   z[1], z[1]+2, 1
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   3
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   2
solve/linear/integer/sparse:   backsubstitution at:   1
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> s := LinearSolve(A,b,method='subs'); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
ProcessOptions:   "Option: method = subs"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   subs
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
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> s := LinearSolve(A,b,method='Cholesky'); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
ProcessOptions:   "Option: method = Cholesky"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
LinearSolve:   "Using method  "   Cholesky
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
Warning, Matrix is not positive-definite


subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
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> infolevel[all]:=0:infolevel[LinearAlgebra]:=0: 

> s := LinearSolve(A,b,method='Cholesky'); 

Warning, Matrix is not positive-definite
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Achtung: Maple folgt trotz der Warnung ihrem Wunsch, setzt das Cholesky-Verfahren ein und gibt Ihnen ein falsches Ergebnis aus! 

In den obigen Beispiel mit den ganzen Zahlen hat Maple exakt gerechnet. Was passiert, wenn man in einer Komponente statt der ganzen Zahl die Zahl als Gleitpunktzahl angibt? 

> A; 

[image: image561.png]



> A[1,1] := 1.0; 

[image: image562.png]4y =10




> A; 
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> infolevel[all] := 3: 

> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Wie wir sehen, verwendet jetzt Maple statt des vorherigen exakten algebraischen Verfahrens ein numerisches Verfahren mit den NAG-Libraries! 

Wir ändern jetzt eine weitere Komponente in A ab, damit unser Lösungsvektor aus drei "krummeren" Zahlen besteht, weil wir herausbekommen wollen, welche Genauigkeit uns Maple bieten kann. 

> A[3,1] := 4.0; 
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> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Wir setzen jetzt die Genauigkeit in der numerischen Zahlendarstellung über 

> Digits:= 30: 

hoch und schauen, was passiert 

> A; 
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> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Die Genauigkeit in der Zahlendarstellung im Lösungsvektor hat sich verbessert. Diese Aussage gilt allerdings nur ab Maple7. 

Wenn man in Maple 6 nach den obigen Befehl eingibt, wird weiterhin mit Hardwaregenauigkeit gerechnet, denn in Maple 6 

verwenden die NAG-Libraries in der Grundeinstellung die Hardware-Genauigkeit in der Zahlendarstellung für Gleitpunktzahlen, wie sich aus den Programmiersprachen als maximale Darstellungsgenauigkeit für Gleitpunktzahlen bekannt ist. 

Den Unterschied macht die Makrovariable 
> UseHardwareFloats; 

[image: image569.png]false




aus. Wie wir hier sehen, steht diese in der Grundeinstellung von Maple 7 auf 'false', wohingegen die Grundeinstellung in Maple 6 

noch 'true' war. 

Der geniale Vorteil von Maple besteht nun darin, dass man auf einfache Art und Weise, die Hardware-Genauigkeitsschranke überwinden und numerisch mit höherer Genauigkeit arbeiten kann: 

Erhöhung der numerischen Genauigkeit 

> UseHardwareFloats:= false: Digits := 50: 

> s := LinearSolve(A,b); 

ProcessOptions:   "Optional positional parameter: Vector[column](3, [3,3,3], datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran_order, shape = [])"
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< complex(numeric)
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
subtype:   TESTING: anything <<< numeric
LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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> 
Voila! Es wurde das gleiche Verfahren der NAG-Libraries "_f07adf", diesmal allerdings mit Software-Genauigkeit "sw_f07adf" statt "hw_f07adf" aufgerufen.

9. Lösen linearer Gleichungssysteme 

Lösen linearer Gleichungssysteme mit LinearSolve 
Ein einfaches Beispiel 

	>   
	restart:with(LinearAlgebra): 


	>   
	A := <<1|1|1>,<2|0|-1>,<3|-1|0>>; 
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	>   
	b := <3/2,-3,-5>; 


[image: image572.png]



	>   
	infolevel[LinearAlgebra]:=3;v := LinearSolve(A,b); 


[image: image573.png]infolevelrs, v dtostra




LinearSolve:   "Using method  "   solve
[image: image574.png]



Bei Kommazahlen in A oder in b wird das System nicht mehr exakt über Routinen, die mit ganzen Zahlen oder Brüchen arbeiten gelöst, sondern es werden automatisch die numerischen Routinen der NAG-Libraries aufgerufen. 

In Maple 7 wird abhängig von der vorgegebenen Anzahl der Genauigkeitstellen (dem Wert der Makrovariblen Digits) mit Hardwaregenauigkeit (der rechnerabhängigen Darstellungsgenauigkeit des Datentyps float oder mit der Softwaregenauigkeit (der Anzahl der Genauigkeitsstellen von Digits) gearbeitet: 

	>   
	Digits; 
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	>   
	UseHardwareFloats; 


[image: image576.png]deduced




Maple 8 gibt hier (den erst ab der Version Maple 7 kreierten Wert "deduced") aus; in Maple 6 hatte die Makrovariable UseHardwareFloats als Voreinstellung noch den Wert 'true'. 
Nun wird in einer der Komponenten des Zielvektors b der Wert statt als Bruch (Datentyp  fraction )   als Kommazahl (Datentyp float ) angegeben: 

	>   
	b[1]:=1.5; 


[image: image577.png]



Bitte beachten Sie, dass im folgenden Maple ein anderes Lösungsverfahren als im Fall reiner Bruch- und ganzer Zahlen wählt: 

	>   
	v := LinearSolve(A,b); 


LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   hw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   hw_f07aef
[image: image578.png]-1.08333333333333326
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Maple hat mit der Voreinstellung UseHardwareFloats := deduced  18 Stellen ausgegeben, davon sind ca. 15 bis 16 Stellen genau. Wie uns der Maple-Output zeigt, wurde sobald eine der Matrix- oder Vektorkomponenten vom Datentyp float ist, ein numerisches Verfahren aus den NAG-Libraries eingesetzt (hier "hw_f07aef"). 
Dabei steht "hw" führt h ard w are-Genauigkeit. Diese liegt bei 15-16 Stellen für die doppelte Genauigkeit, wie Sie C bzw. C++ für den Datentyp double  und Fortran als Datentyp double precision  kennt. 

Was passiert nun, wenn man explizit auf Softwaregenauigkeit umschaltet. Dies geschieht durch 

	>   
	UseHardwareFloats := false; 
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	>   
	v := LinearSolve(A,b); 


LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Maple geht nun davon aus, dass die Ergebnisse mit der Anzahl an Genauigkeitsstellen berechnet werden soll, wie sie in der Makrovariablen 
	>   
	Digits; 
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festgelegt wurde. Statt der 18 Stellen werden die 10 relevanten Stellen ausgegeben. Intern verwendet nun Maple statt 

"hw_f07aef" die analoge NAG-Routine "sw_f07aef", die mit der verlangten s oft w are-Genauigkeit eine Zahlenwertlösung des Problems ermittelt. 

Prinzipiell lässt sich die Anzahl der Genauigkeitsstellen  in Maple fast beliebig einfach erhöhen 

	>   
	Digits := 20;
v := LinearSolve(A,b); 
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LinearSolve:   "using method  "   LU
LinearSolve:   "calling external function"
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07adf
LinearSolve:   "NAG"   sw_f07aef
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Lösen linearer Gleichungssysteme mit solve( ) 

Bei grossen Systemen  mit vielen Gleichungen mit vielen Unbekannten ist LinearSolve aus den LinearAlgebra-Package dem universelleren solve( ) überlegen, während bei niederdimensionalen Systemen sind LinearSolve und solve( ) einander eher gleichrangig sind. 
So lässt sich das Gleichungssystem von oben statt in der Matrix-Schreibweise auch in der Form von Gleichungen formulieren und mit solve( ) lösen: 

	>   
	restart:infolevel[solve]:=3: 


	>   
	eq1:= x + y + z = 3/2;
eq2 := 2*x-z = -3;
eq3 := 3*x - y = -5; 
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	>   
	loes := solve({eq1,eq2,eq3},{x,y,z}); 


Linear:   # equations   3
RationalSparse:   # equations   3
RationalSparse:   z, 2*x-z+3, -1
RationalSparse:   # equations   2
RationalSparse:   y, 3*x-y+5, -1
RationalSparse:   # equations   1
RationalSparse:   x, 12*x+13, 12
RationalSparse:   backsubstitution at:   3
RationalSparse:   backsubstitution at:   2
RationalSparse:   backsubstitution at:   1
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	>   
	assign(loes); 


	>   
	x; y; z; 
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Ersetzt man hier den Bruch auf der rechten Seite von Gleichung eq1 durch eine Gleitkommazahl: 

	>   
	restart:infoleve[solve]:=3:eq1:= x + y + z = 1.5;
eq2 := 2*x-z = -3;
eq3 := 3*x - y = -5; 
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erzielt man folgendes Verhalten 

	>   
	loes := solve({eq1,eq2,eq3},{x,y,z});
assign(loes);
x; y; z; 
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Man erhält automatisch die numerische Lösung in Softwaregenauigkeit. 

Unterbestimmte lineare Gleichungssysteme 

Lösen mit solve( ) 

Sind weniger lineare Gleichungen als Unbekannte vorhanden, so handelt es sich um ein unterbestimmtes System, dessen Lösung freie Parameter enthalten muss.
Einfaches Beispiel 

	>   
	restart:infolevel[solve]:=3:
eq1:= x + y + z = 3/2;
eq2 := 2*x-z = -3;
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	>   
	loes := solve({eq1,eq2},{x,y,z}); 


Linear:   # equations   2
RationalSparse:   # equations   2
RationalSparse:   z, 2*x-z+3, -1
RationalSparse:   # equations   1
RationalSparse:   y, 6*x+2*y+3, 2
RationalSparse:   backsubstitution at:   2
RationalSparse:   backsubstitution at:   1
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Wie man sieht, arbeitet Maple hier so, dass z als noch freier Parameter gewählt wurde. Will man x als freien Parameter festlegen, so genügt es, das obige Gleichungssystem nach y und z zu lösen. 

	>   
	restart:infolevel[solve]:=3:
eq1:= x + y + z = 3/2:
eq2 := 2*x-z = -3:
loes := solve({eq1,eq2},{y,z}); 


Linear:   # equations   2
PolynomialSparse:   # equations is:   2
PolynomialSparse:   best equation / unknown   2*x+3, z, -1
PolynomialSparse:   # equations is:   1
PolynomialSparse:   best equation / unknown   6*x+3, y, 2
PolynomialSparse:   backsubstitution at:   2
PolynomialSparse:   backsubstitution at:   1
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Lösen mit LinearSolve 

Arbeitet man mit dem obigen Beispiel weiter wird aus der quadratischen 3x3-Matrix eine rechtwinkliche 2x3-Matrix 

	>   
	restart:with(LinearAlgebra):infolevel[LinearAlgebra]:=3: 


	>   
	A := <<1|1|1>,<2|0|-1>>; 


[image: image602.png]



	>   
	b := <3/2,-3>; 
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	>   
	v := LinearSolve(A,b); 


LinearSolve:   "Using method  "   solve
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Maple führt hier für den freien Parameter eine eigene Bezeichnung ein. Will man den freien Parameter selbständig benennen, z.B. mit s, muss man in LinearSolve diesen Namen angeben 

	>   
	v := LinearSolve(A,b,free='s'); 


LinearSolve:   "Using method  "   solve
[image: image605.png]s
1
v=|-3s-=

251+3




Die Indizierung mit der Zahl 1 bleibt, dementsprechend würde der zweite freie Parameter mit dem Index 2 versehen werden. 

	>   
	restart:with(LinearAlgebra):infolevel[LinearAlgebra]:=3:
A := <<1|1|1>>; 
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	>   
	b := <3/2>; 
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	>   
	v := LinearSolve(A,b,free='s'); 


LinearSolve:   "Using method  "   solve
[image: image608.png]



Die gefundene Lösung kann vom Anwender dann entsprechend weiterverarbeitet werden. 

Der gleiche Syntax funktioniert problemlos mit Gleitpunktzahlen. Maple greift auch hier auf die eingebauten NAG-Library-Funktionen zurück. 

	>   
	restart:with(LinearAlgebra):infolevel[LinearAlgebra]:=3:
A := <<1|1|1>>:
b := <1.5>:
UseHardwareFloats := false:
v := LinearSolve(A,b,free='s'); 


LinearSolve:   "Using method  "   LU
MatrixVectorMultiply:   "calling external function"
MatrixVectorMultiply:   "NAG"   sw_f06paf
ForwardSubstitute:   "calling external function"
BackwardSubstitute:   "copying lefthand Matrix, to obtain datatype"   sfloat
BackwardSubstitute:   "NAG"   sw_f07tef
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Nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme lösen 

Lösen mit solve( ) 

Der in Maple enthaltene Befehl solve universell. Mit ihm lassen sich auch gut nichtlineare Gleichungen lösen 

Einfaches Beispiel:
Nullstellen einer quadratischen Gleichung finden 

	>   
	restart: infolevel[solve]:=3:
loes := solve(x^2+3*x+2=0,x); 
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weiteres Beispiel:
Die Schnittstellen eines Kreises mit einer Geraden finden 

	>   
	eq1 := (x-3)^2+(y-2)^2=25;
eq2 := y = -3*x +2; 
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	>   
	with(plots):
p1 := implicitplot(eq1,x=-10..10,y=-10..10,numpoints=1000,color=red):
p2 := implicitplot(eq2,x=-6..6,y=-6..6,color=green):
display(p1,p2,scaling=constrained); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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	>   
	loes := solve({eq1,eq2},{x,y}); 


solve/rec2:   solving for linear equation in   y
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Durch Angabe der Indizes kann auf die einzelnen Lösungen zugegriffen und diese weiterverarbeitet werden 

	>   
	loes[1]; 
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	>   
	loes[2][1]; 


[image: image616.png]



Will man z.B. die feste Zuweisung von x und y zu den berechneten Werten vermeiden, wie dies bei assign(loes[2]) geschehen würde, so kann man selektiv mit rhs( ) die rechte Seite einer Gleichung herausgreifen und den so extrahierten Wert später weiterverarbeiten 

	>   
	x_loes2 := rhs(loes[2][1]); y_loes2 := rhs(loes[2][2]); 
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um z.B. die Gegenprobe zu machen, ob es sich tatsächlich um einen Schnittpunkt zwischen Kreis und Gerade handelt 

	>   
	subs(x=x_loes2,y=y_loes2,eq1); subs(x=x_loes2,y=y_loes2,eq2); 
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noch ein Beispiel 

	>   
	restart:infolevel[solve]:=3: 


	>   
	eq1 := 5*x^2 - 5*y^2 -3*x + 9*y = 0;
eq2 := 5*x^3 + 5*y^3 -15*x^2 - 13*x*y - y^2 = 0; 
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	>   
	with(plots):
p1 := implicitplot(eq1,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=red):
p2 := implicitplot(eq2,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=green):
display(p1,p2,scaling=constrained); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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	>   
	loes := solve({eq1,eq2},{x,y}); 


solve/gensys:   1840153   [1, 7000033375, x]   2   2   77   0   3   0
solve/findsubs:   factoring all equations   length = 77
solve/findsubs:   factoring done   length = 77
solve/LinearEq:   computing pseudo sub-resultant   25   47   x
solve/LinearEq:   computing pseudo sub-resultant   25   47   y
solve/PseudoResultant:   computing pseudo resultant with lengths   25   47   y
solve/PseudoResultant:   resultant computed and factored   length = 49
solve/gensys:   490645   [2, 3999999980, x, 1]   2   2   103   0   3   0
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   1
solve/gensys:   564227   [2, 4033333638, x, 1]   2   2   99   1   5   0
solve/gensys:   77589   [2, 100000814, x]   2   2   69   1   5   1
solve/gensys:   30000   [1, 100000559, y]   1   1   13   0   3   1
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   1
solve/gensys:   648738   [2, 4033333621, x, 1]   2   2   87   2   15   0
solve/gensys:   93645   [2, 100000814, x]   2   2   69   2   15   1
solve/gensys:   30000   [1, 100000559, y]   1   1   13   0   3   1
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   1
solve/gensys:   104590   [2, 100000817, x]   2   2   71   3   25   0
solve/gensys:   31702   [1, 100000562, y]   1   1   15   0   3   0
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   0
solve/gensys:   4   solutions found, now doing backsubstitution
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
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	>   
	evalf(loes); 
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Dieses Gleichungssystem hat 4 Lösungen, die den 4 Schnittpunkten der beiden Kurven entsprechen 

	>   
	for i from 1 to nops([loes]) do
    print(loes[i]);
od: 
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Nicht immer gibt Maple eine expliztie Lösung aus. Ändert man z.B. den 2. Koeffizienten der 2. Gleichung vom Wert von 5 auf -1 ab 

	>   
	eq2 := 5*x^3 - y^3 -15*x^2 - 13*x*y - y^2 = 0; 
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so existieren weiterhin Schnittpunkte zwischen den Kurven 

	>   
	with(plots):
p1 := implicitplot(eq1,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=red):
p2 := implicitplot(eq2,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=green):
display(p1,p2,scaling=constrained); 
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Löst man das modifizierte Gleichungssystem mittels solve( ), so erhält man eine implizite Darstellung des 2. Lösungsanteils 

	>   
	loes := solve({eq1,eq2},{x,y}); 


	>   
	


solve/gensys:   1840153   [1, 7000033375, x]   2   2   77   0   3   0
solve/findsubs:   factoring all equations   length = 77
solve/findsubs:   factoring done   length = 77
solve/LinearEq:   computing pseudo sub-resultant   25   47   x
solve/LinearEq:   computing pseudo sub-resultant   25   47   y
solve/PseudoResultant:   computing pseudo resultant with lengths   25   47   x
solve/PseudoResultant:   resultant computed and factored   length = 59
solve/gensys:   511314   [2, 3999999979, y, 1]   2   2   115   0   3   0
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   1
solve/gensys:   242006   [2, 700007877, y]   2   2   107   1   5   0
solve/gensys:   147500   [1, 200020092, x]   1   1   360   0   3   0
solve/gensys:   -10   []   0   0   3   0   3   0
solve/gensys:   2   solutions found, now doing backsubstitution
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
solve/backsubs:   backsubstitution of   x
solve/backsubs:   backsubstitution of   y
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	>   
	for i from 1 to nops([loes]) do
    print(loes[i]);
od: 
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Die zweite Lösung enthält eine implizite Darstellung der restlichen 4 (teilweise komplexen) Schnittstellen zwischen den beiden Graphen. Diese lassen sich darstellen mittels 

	>   
	loes[2]; 
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	>   
	l := allvalues(loes[2]): 


	>   
	evalf(l); 
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 Nur die 3 reellen Lösungspunkte (loes[1],l[1] und l[2]) sind die echten Schnittstellen zwischen den beiden Kurven. 

	>   
	loes[1]; evalf(l[1]); evalf(l[2]); 
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Gleichungssysteme numerisch lösen mit fsolve( ) 

Will man Gleichungssysteme numerisch lösen kann man dies mittels fsolve( ) tun 

Anwendung auf das obige Ausgangsbeispiel 

	>   
	restart: infolevel[fsolve]:=3:
eq1 := 5*x^2 - 5*y^2 -3*x + 9*y = 0;
eq2 := 5*x^3 +5*y^3 -15*x^2 - 13*x*y - y^2 = 0;
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	>   
	with(plots):
p1 := implicitplot(eq1,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=red):
p2 := implicitplot(eq2,x=-6..6,y=-6..6,numpoints=5000,color=green):
display(p1,p2,scaling=constrained); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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	>   
	loes := fsolve({eq1,eq2},{x,y}); 


fsolve/sysnewton:   trying multivariate Newton iteration
fsolve/sysnewton:
guess vector [6.5647247568434774, -9.1035796650957585]
fsolve/sysnewton:   norm of errors:   2610.6701502115288
fsolve/sysnewton:   new norm:   6348.1471078127961
fsolve/sysnewton:   new norm:   220.65717771130041
fsolve/sysnewton:   iter = 1   `|incr|` = 4.3940   new values   x = 10.190, y = -9.8720
fsolve/sysnewton:   new norm:   12.132549436194013
fsolve/sysnewton:   iter = 2   `|incr|` = 17.463   new values   x = 1.5098, y = -1.0898
fsolve/sysnewton:   new norm:   23.309086696050235
fsolve/sysnewton:   new norm:   5.0060163896971564
fsolve/sysnewton:   iter = 3   `|incr|` = .65067   new values   x = 2.0532, y = -1.1971
fsolve/sysnewton:   new norm:   .66987975150799870
fsolve/sysnewton:   iter = 4   `|incr|` = .29266   new values   x = 1.9723, y = -.98541
fsolve/sysnewton:   new norm:   .16805029588453316e-1
fsolve/sysnewton:   iter = 5   `|incr|` = .43545e-1   new values   x = 2.0007, y = -1.0005
fsolve/sysnewton:   new norm:   .10017351738182e-4
fsolve/sysnewton:   iter = 6   `|incr|` = .12199e-2   new values   x = 2.0000, y = -1.0000
fsolve/sysnewton:   new norm:   .3565000e-11
fsolve/sysnewton:   iter = 7   `|incr|` = .76171e-6   new values   x = 2.0000, y = -1.0000
fsolve/sysnewton:   new norm:   0.
fsolve/sysnewton:   iter = 8   `|incr|` = .27510e-12   new values   x = 2.0000, y = -1.0000
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Da es sich um ein rein numerisches Verfahren, das multivariate Newton-Verfahren handelt, bei dem ein zufälliger Startpunkt im Zweidimensionalen gewählt wird, findet hier fsolve nur einen der Schnittpunkte. 
Für die restlichen Nullstellen ist es erforderlich, Maple einen Hinweis zum Startpunkt zu geben. Dies kann man tun, indem man das Intervall festlegt, in dem der Startpunkt für das Interationsverfahren liegen soll 

	>   
	infolevel[fsolve]:=0:loes := fsolve({eq1,eq2},{x,y},x=-1..0.5); 
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Dies stellt die numerische Version der Lösung (0,0) dar. 
Mit fsolve wurden noch nicht die weiteren Lösungen (1,2) und (1.68,2.52) gefunden. Auch hier wäre es notwendig, sich entsprechende Intervalle, in denen sich eine Nullstelle befinden muss, als Intervall in fsolve vorzugeben 

	>   
	fsolve({eq1,eq2},{x,y},x=0.5..1.5); 
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	>   
	fsolve({eq1,eq2},{x,y},x=1.5..4); 
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Man kann auch versuchen, wenn man mit fsolve und den Intervallangaben nicht weiterkommt, 
mit den Zusatzoptionen maxsols und complex zu arbeiten. Jedoch muss auch dies nicht immer zu der Gesamtheit aller Lösungen führen, da es bei numerischen Verfahren passieren kann, dass diese bei ungünstigen Voraussetzungen nicht immer konvergieren... 

10. Lösen von Differentialgleichungen 

Wiederholung  Differenzieren 

Ableitungen von Funktionen bilden und weiterverwenden 

	>   
	restart:f := x -> cos(x^2)-x/3; 
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	>   
	f(x); 
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Nachdem der funktionale Zusammenhang hergestellt wurde, lässt sich leicht der Funktionswert z.B. an der Stelle 0 durch Einsetzen berechnen 

	>   
	f(0); 
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	>   
	with(plots):
p1 := plot(f(x),x=-2..6,color=red): display(p1); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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Berechnung der Ableitung fs(x) 

Nun soll die Ableitung von f(x) nach x als Funktion fs(x) gebildet werden 

	>   
	fs := unapply(diff(f(x),x),x); 
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	>   
	fs(x); 
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Der Wert der Ableitung an der Stelle x=0 lässt sich jetzt einfach berechnen als 

	>   
	fs(0); 
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	>   
	p2 := plot(fs(x),x=-2..6,color=green): display(p1,p2); 
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	>   
	


Beispiel: Eine einfache Differentialgleichung formulieren und lösen 

Gegeben sei die einfache Dgl. [image: image666.png]4
2 80 =BG



 Gesucht wird nun nach der Funktion g(x), die die diese Differentialgleichung erfüllt. 

	>   
	fs(x); 
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	>   
	dgl := diff(g(x),x) = fs(x); 
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	>   
	loes := dsolve(dgl,g(x)); 
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Man erhält die allgemeine Lösung der Differentialgleichung mit der aus der Randbedingung noch zu bestimmenden Integrationskonstante _C1.
Man kann dies tun, indem man die Randbedingung(en) in die Differentialgleichung mit einbaut. Es gelte als Randbedingung bei der Lösung der 

Differentialgleichung, dass g(0)=1 gelten soll. 

	>   
	loes := dsolve({dgl,g(0)=1},g(x)); 
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Herstellen eines echten funktionalen Zusammenhangs für die Lösungsfunktion 

Achtung:  jetzt kommt der entscheidende Schritt, um einen echten funktionalen Zusammenhang zwischen g_loes und x herzustellen. 
	>   
	g_loes := unapply(rhs(loes),x); 
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	>   
	g_loes(x); 
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	>   
	g_loes(1); 


[image: image673.png]1
cos(1) =3




	>   
	g_loes(0); 
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	>   
	p3 := plot([fs(x),g_loes(x)],x=-1..4,color=[blue,black],thickness=[1,2]):display(p3); 
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Symbolische Lösung von Differentialgleichungen 

Differentialgleichungen lassen sich sowohl mit diff als auch über den Differentiationsoperator D formulieren.
Hier sollen zunächst ein paar weitere Beispiele von Differentialgleichungen mit dem bekannten diff formuliert und gelöst werden, z.B. 
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	>   
	restart:dgl2 := diff(y(x),x) + y(x) = 2; 
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	>   
	loes2:= dsolve(dgl2,y(x)); 
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Als Anfangsbedingung wollen wir nun verwenden, dass bei x=0 die Funktion y den Wert 4 haben soll 

	>   
	_C1 := solve(subs(x=0,y(0)=4,loes2),_C1); 


[image: image679.png]



	>   
	_C1; 


[image: image680.png]



	>   
	loes2; 


[image: image681.png]Sx)=242 S




	>   
	y_loes := unapply(rhs(loes2),x): y_loes(x); 


[image: image682.png]gael™




	>   
	y_loes(0); 


[image: image683.png]



	>   
	y_loes(1); 


[image: image684.png]2426l




Lösen der einfachen Dgl. mit Anfangsbedingung 

	>   
	restart: dgl2 := diff(y(x),x) + y(x) = 2; 


[image: image685.png]dgi2 = [iy(x)] +y(x)y=2
dx




	>   
	loes2:= dsolve({dgl2,y(0)=4},y(x)); 


[image: image686.png]



Ein weiteres Beispiel 
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als Anfangsbedingung soll f(0) = 0 gelten 

	>   
	restart: 


	>   
	dgl3 := diff(f(x),x)*f(x)*(1+x^2)=x; 


[image: image688.png]d].?’[i ] 2
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	>   
	loes3 := dsolve({dgl3,f(0)=0},f(x)); 
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Diesmal gibt Maple zwei Lösungsfunktionen an. 
	>   
	loes3[1];
loes3[2]; 


[image: image690.png]
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Zur Kontrolle, ob beides Lösungen der Differentialgleichung sind,  werden beide Funktionen nochmals in dgl3 eingesetzt 

	>   
	subs(loes3[1],dgl3); 
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	>   
	simplify(%); 


[image: image693.png]



Man erhält für die erste Lösung eine wahre Gleichung. Nun wird auch die zweite Lösung nachgeprüft 

	>   
	simplify(subs(loes3[2],dgl3)); 


[image: image694.png]



Auch die zweite Funktion erfüllt sowohl die Ausgangsdifferentialgleichung und ebenso wie die erste Lösung, wie man leicht sieht, die Anfangsbedingung 

f(0)=0. 

Formulierung der Differentialgleichung mittels des Differentialoperators D statt diff 

Anhand des Beispiels von dgl3 soll nun die alternative Formulierung zu diff mittels des Differentialoperators D vorgestellt werden 

Ausgangsproblem: 
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mit der Anfangsbedingung   [image: image696.png]f0)=0




	>   
	restart: dgl4 := D(f)(x)*f(x)*(1+x^2)=x; 


[image: image697.png]dgld =DOA x) (1452





	>   
	loes4 := dsolve({dgl4,f(0)=0},f(x)); 


[image: image698.png]Joesd = fx) = -l ln(1 + 22}, fx) = f In(1 +22)




Noch ist die Formulierung mit D statt mit diff noch nicht zwingend notwendig. Der Differentiationsoperator D wird allerdings dringend benötigt, wenn es gilt, Anfangsbedingungen von Ableitungen anzugeben. Gegeben sei 
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 mit den Anfangsbedingungen [image: image700.png]#(0)=xq



 und x'(0)=0 

Hier wird zur Angabe der Randbedingungen die Formulierung mit dem Differentiationsoperator D benötigt 

	>   
	restart: 


	>   
	dgl5 := diff(x(t),t$2) + w^2*x(t) = 0; 
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	>   
	dgl5; 
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	>   
	loes5 := dsolve({dgl5,x(0)=a,D(x)(0)=0},x(t)); 


[image: image703.png]loesS =x(t)=a cos(wi)




	>   
	x_loes := unapply(rhs(loes5),t); 


[image: image704.png]x_loes
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	>   
	with(plots):plot(subs(a=1,w=2*Pi,x_loes(t)),t=0..2); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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	>   
	dgl6 := lhs(dgl5)=F*sin(b*t); 
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	>   
	infolevel[dsolve]:= 3: loes6 := dsolve(dgl6,x(t)); 


Methods for second order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying high order exact linear fully integrable
trying differential order: 2; linear nonhomogeneous with symmetry [0,1]
trying a double symmetry of the form [xi=0, eta=F(x)]
Try solving first the homogeneous part of the ODE
   -> Tackling the linear ODE "as given":
      checking if the LODE has constant coefficients
      <- constant coefficients successful
   <- successful solving of the linear ODE "as given"
   -> Determining now a particular solution to the non-homogeneous ODE
      building a particular solution using variation of parameters
   <- solving first the homogeneous part of the ODE successful
[image: image707.png]Fsin(be)
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Man kann in dem Befehl dsolve weitere Optionen angeben, z.B. kann man mit 

	>   
	loes6:= dsolve(dgl6,x(t),output=basis); 


   Try solving first the homogeneous part of the ODE
      -> Tackling the linear ODE "as given":
         checking if the LODE has constant coefficients
         <- constant coefficients successful
      <- successful solving of the linear ODE "as given"
      -> Determining now a particular solution to the non-homogeneous ODE
         building a particular solution using variation of parameters
      <- solving first the homogeneous part of the ODE successful
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die Lösungsbasis der homogenen Dgl. und die partikuläre Lösung als geschachtelte Liste ausschreiben lassen. Als weitere Optionen ist es möglich, Maple ein bestimmtes Lösungsverfahren vorzugeben. 

	>   
	?dsolve 


Dies kann notwendig werden, wenn die zu lösenden Differentialgleichungen schwieriger werden. 

In diesem Fall macht es auch Sinn, das Package DEtools zu laden. 
	>   
	with(DEtools); 
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[image: image718.png]power equivalent, ratsols, redode, reduce Order, reduce order, regular _parts, regularsp, remove RootOf,
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Hier bekommt man weitere Befehle und einen Teil von Plotbefehlen zur Verfügung gestellt. Zur Darstellung numerisch erhaltenen Lösungen kann es sein, dass auch noch odeplot aus dem Packet 

	>   
	with(plots); 
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benötigt wird. 

Weitere Beispiele komplizierterer Differentialgleichungen 
(with(DEtools);, odeadviser, numerische Lösungen und odeplot) 

Hier eines aus den Hilfeseiten von Maple 

	>   
	restart: 


	>   
	ode1 := diff(y(x),x)-y(x)^2+y(x)*sin(x)-cos(x); 
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	>   
	with(DEtools): 


Für Differentialgleichungen 1. Ordnung gibt es einen speziellen Befehl, mit dem man Maple nach den interen implementierten Kriterien geeignetste Lösungsverfahren vorschlagen lassen kann 

	>   
	odeadvisor(ode1); 


[image: image729.png][ _Riccati]




	>   
	infolevel[dsolve]:=3: 


	>   
	ans1 := dsolve(ode1); 


Methods for first order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable
trying inverse linear
trying homogeneous types:
trying Chini
differential order: 1; looking for linear symmetries
trying exact
Looking for potential symmetries
trying Riccati
trying Riccati sub-methods:
   trying Riccati to 2nd Order
      *** Sublevel 2 ***
      Methods for second order ODEs:
      --- Trying classification methods ---
      -> Tackling the linear ODE "as given":
         trying a symmetry of the form [xi=0, eta=F(x)]
            <- BRANCH 3 successful. Symmetry is:, [0, 1/exp(Int(sin(X),X))]
         <- linear_1 successful
      <- successful solving of the linear ODE "as given"
   <- Riccati to 2nd Order successful
[image: image730.png]



Nachdem man den Wert der Makrovariablen infolevel auf 3 gesetzt hat, sieht man, welche Lösungsverfahren Maple intern der Reihe nach durchprobiert, bis ein Verfahren gefunden wird, welches zu einer Lösung führt. 

	>   
	y_loes1 := unapply(rhs(ans1),x): y_loes1(x); 
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Sei nun Anfangsbedingung, dass y(0)=1 gelten soll. Dadurch lässst sich der Wert der Integrationsvariablen _C1 festlegen 

	>   
	ans2 := dsolve({ode1,y(0)=1},y(x)); 


Methods for first order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable
trying inverse linear
trying homogeneous types:
trying Chini
differential order: 1; looking for linear symmetries
trying exact
Looking for potential symmetries
trying Riccati
<- Riccati successful
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	>   
	y_loes2 := unapply(rhs(ans2),x); 
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	>   
	y_loes2(x); 
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	>   
	ans3 := dsolve({ode1,y(0)=1},y(x),numeric); 


dsolve/numeric:   entering dsolve/numeric
DEtools/convertsys:   converted to first-order system Y'(x) = f(x,Y(x))      namely (with Y' represented by YP)
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DEtools/convertsys:   correspondence between Y[i] names and original functions:
[image: image736.png][¥y=3(x)]




dsolve/numeric:   array Y of initial conditions at x0 =   0.   array(1 .. 1,[(1)=1.])
dsolve/numeric:   the procedure F(x,Y,YP) for computing Y'(x) = f(x,Y(x)) is:   proc (N, x, Y, YP) option `[Y[1] = y(x)]`; YP[1] := Y[1]^2-Y[1]*sin(x)+cos(x) end proc
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Intern hat Maple eine numerische Lösung gefunden. Diese gilt es nun, für den Anwender darzustellen 

	>   
	ans3(0); 


[image: image738.png]



	>   
	ans3(0.5); 
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	>   
	ans3(1); 


dsolve/numeric/SC/IVPrun:   error - integration terminated
dsolve/numeric/SC/IVPrun:   t =    .878317550188058682
dsolve/numeric/SC/IVPrun:   y =    1523463295680.25537
Error, (in ans3) cannot evaluate the solution further right of .87831755, probably a singularity


	>   
	ans3(-1); 
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	>   
	with(plots): odeplot(ans3,[x,y(x)],x=-1..0.85); 


Warning, the name changecoords has been redefined
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So das sollte reichen, um Maple V8 zu verstehen und die Mathe Prüfung zu bestehen! ;-)
Wer trotzdem noch mehr erfahren will, kann sich bei 

www.rz.uni-bayreuth.de/lehre/maple8/vorlesung/index.html
das komplette Skript noch mal anschauen und die Worksheets runterladen!

Ansonsten: viel Erfolg und größtmöglichen Erfolg!!! 

Ronny Marx
