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1. Äquivalenz von 2 prädikat-logischen Ausdrücken:

( x ( y P(x, y)

( ( y ( x ( P(x, y)

( x ( y P(x, y) = ( x (( y (P(x, y)
(siehe Umformungsregeln)

= (( x ( y (P(x, y)
(gebundene Umbenennung)

2. Umformen in eine äquivalente Normalform

Q1x1, Q2x2, ..., Qnxn 
mit Qi ( {(, (} (i = 1(1) n)

H(x1, x2, ..., xn)
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Beispiel:

· am Anfang alle Quantoren an den linken Rand (Regeln der Umformung, die sich am Ende vom PT1-11 Dokument befinden) 

· wir wollen ( x (P(x) ( ( x ( y Q(x, y) umformen:

	Umformung
	Umformungsregel

	( x P(x) ( ( x ( y Q(x, y)
	

	= (( x P(x) ( ( x P(x) ( ( x ( y Q(x, y)
	5. Rechenregel: a ( b = (a ( b

	= ((( x P(x) ( (( x ( y Q(x, y))
	2. Rechenregel: ((a ( b) = (a ( (b
(x ist an P gebunden)

	= ((( z P(z) ( (( x ( y Q(x, y))
	gebundene Umbenennung

	= (( z (P(z) ( (( x ( y Q(x, y))
	4.2

	= (( z (P(z) ( ( x (( y Q(x, y))
	((a ( b) = (a ( (b (1. Rechenregel)

	= (( z (P(z) ( ( x ( y (Q(x, y))
	2. Rechenregel

	= (( z ( x ( y (P(z) ( (Q(x, y))
	4.2, 4.3

	= ( z (( x ( y (P(z) ( (Q(x, y))
	2. Rechenregel

	= ( z ( x (( y (P(z) ( (Q(x, y))
	2. Rechenregel

	= ( z ( x ( y ((P(z) ( (Q(x, y))
	1. Rechenregel
(Ziel fast erreicht : nur Quantoren vorne)

	= ( z ( x ( y (((P(z) ( Q(x, y))
	2. Rechnenregel

	= ( z ( x ( y ((P(z) ( Q(x, y))
	5. Rechenregel
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Beispiel:
T X+y=10
Zi=X4Y sL10
fXx)=u
x:=f(x) %

X=u




b) Verifikation einfacher Programmstrukturen

· Programm ist Gegenstand der Untersuchung – der Beweiß erfolgt durch mathematische Beweise (Aussage über die Korrektheit)

· Korrektheit eines Programms im Sinne der Programmverifikation:

· P – gegebenes Programm

· DX – Eingabedatenbereich des Programms P

· DZ – Ausgabedatenbereich von P

· ((X) – vollständiges Prädikat über DX
(x = Vektor)

· x ( DX / z ( DZ – klein z und x sind für bestimmte Ein- bzw. Ausgabedaten

· ((X, Z) – vollständiges Prädikat über DZ
· ( – Anfangsbedingung (Charakterisierung der Elemente von DX, die als Eingabedaten von P benutzt werden können)

· ( - Endbedingung (Bedingung nach Ausführung von P zwischen den Elementen von DX und DZ)

· mit diesen Begriffen, wann ist ein Programm korrekt ?

· ein Programm P ist dann korrekt in Bezug auf die Anfangsbedingung ((X, Z), wenn für alle Eingabedaten x ( DX die Anfangsbedingung erfüllt, das Programm P(x) (angewandt auf Eingabedaten x) definiert und die Endbedingung ((x, P(x)) richtig ist

· P heißt partiell korrekt in Bezug auf ( und (, wenn für jeden Eingabedatensatz x ( DX und ((x) und bei vorausgesetzter Termination von P die Endbedingung ((x, P(x)) als richtig nachweisbar ist

· P heißt total korrekt in Bezug auf ( und (, wenn für jedes x ( DX und ((x) die Termination von P beweisbar ist und ((x, P(x)) bewiesen werden kann – ist P total korrekt ( partielle Korrektheit (aber nicht umgekehrt)

· methodisches Vorgehen

· Funktion des Programms ist in formalisierter Darstellung anzugeben (d.h. Eigenschaften der Ein- und Ausgabedaten in Prädikaten ( und ( formulieren)

· Semantik des Programms muß durch Verknüpfung der Bedeutung der einzelnen Anweisungen der verwendeten Programmiersprache gemäß Programmstruktur erzeugt werden (d.h. P(x) aufbauen) – Erfassen des Sinns des Programms

· Nachweis der Äquivalenz von geforderter Funktion des Programms und realisiertem Programm durch Beweis der Richtigkeit der Endbedingung
 ((x, P(x)) und den Regeln der Prädikatenlogik

· Erleichterung des Verifikationsprozesses:

· Bereitstellung zusätzlicher Bedingungen zwischen den Variablen, die an geeignet gewählten Zwischenpunkten erfüllt sein müssen

· zusätzliche Angaben für Zyklen zur Charakterisierung der Bedingung zwischen Programmgrößen die unabhängig vom jeweiligen Schleifendurchlauf gelten


Beispiel:
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(größte ganze Zahl, kleiner oder größer gleich
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- nur ganzer Rest)

x ( N

z = max
i ( N {i | i² ( x}

Algorithmus:
(i + 1)² = i² + (2i + 1)



a1:= 1

b1:= 1



ai:=ai–1 + bi
bi:=bi–1 + 2
i=2, 3, …


Programmabschnitt:


B1
{x ( 0}




(Bedingung)



z := 0;



h1 := 1; h2 := 1;



WHILE h1 ( x DO


B2

{x ( z * z AND (h1 = (z + 1) * (z + 1)) AND (h2 = 2 * z + 1)}




z := z + 1;




h2 := h2 + 2; h1 := h1 + h2

B3

{x ( z * z AND (x < (z + 1) * (z + 1))}


(B1) – beschreibt Eingangsparameter x


(B2) – beschreibt Eigenschaft die bei jedem Zyklusdurchlauf gilt


(B3) – beschreibt Eigenschaft des Ergebnisses z, ( - Endbedingung


3 kleine lineare Teilprogramme:


von (B1) zu (B2)


von (B2) bis (B2) bei Gültigkeit von h1 ( x


von (B2) bis (B3) wenn h1 ( x nicht gilt


( wir beweisen nur partielle Korrektheit


Bemerkungen:

1. Programmverifikation setzt voraus, dass zur vollständigen Charakterisierung der Ein- und Ausgabedaten und der zwischen ihnen bestehenden funktionellen Zusammenhänge Prädikate angebbar sind (Semantik der Anweisungen der verwendeten Programmiersprache muß formalisiert beschrieben werden)

2. Bereitstellen von Zwischenbedingungen (assertions)

3. Einsatz von Theorembeweisen zum Beweis der Richtigkeit von prädikat-logischen Ausdrücken

Vor und Nachbedingungen:

· Charakterisierung der Funktionalität eines Teilprogramms durch Zusicherungen in Form von prädikatlogischen Ausdrücken

P – Programmstückvorbedingung
Q – Programmstücknachbedingung

S – Programmstück oder gesamtes P.
{P} S {Q} – Abarbeitung eines Programmstücks

· Nach Ausführung von S gilt Q wenn vorher P gegolten hat; Q ist eine Zusicherung für das Ergebnis von S unter der Vorbedingung P

Bemerkung:

· um eine Funktionalität voll auszuschöpfen, wird im allgemeinen die „schwächste“ Vorbedingung gesucht

· bei Frage, welche maximale Funktionalität ein Programm bei gegebener Vorbedingung bieten kann, ist die „stärkste“ Nachbedingung zu ermitteln

Erläuterung der Vorgehensweise am Struktogramm:

· gilt P(w) vor der Zuweisung des Ausdrucks w an die Variable v, so gilt P(v) danach

· Beispiel: Anwendung auf eine Sequenz von 2 Programmschritten

Bearbeitung von Schleifen :

· die Schleife wird gedanklich abgetrennt und dort eine Zusicherung als Hypothese angenommen

· die Nachbedingung der letzten Anweisung der nun linearen Anweisungsfolge muß die Vorbedingung der ersten Anweisung logisch enthalten


1. gilt für Schleifenkonstruktion mit Abbruchbedingung am Anfang P ( (B unter der Vorbedingung P (die Voraussetzung heißt P über Anweisung A invariant)

2. gilt für die Schleifenkonstruktion mit Abbruchbedingung am Ende unter der Vorbedingung die Folgerung Q ( B
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