Ubungen

Theoretische Informatik 2

Niels Lohmann

Wintersemester 2002/2003

nlohmann@informatik.hu-berlin.de
http://www.informatik.hu-berlin.de/ nlohmann


mailto:nlohmann@informatik.hu-berlin.de
http://www.informatik.hu-berlin.de/~nlohmann

Inhaltsverzeichnis

Serie 1 3
Serie 2 15
Serie 3 25
Serie 4 32
Serie 5 39
Serie 6 50
Serie 7 60
Serie 8 68
Serie 9 76
Serie 10 85
Serie 11 93
Serie 12 99
Serie 13 104
Bewertungen 110

Musterlosungen 115






Serie 1

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 16. OKTOBER 2002
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

1. Serie — korrigiert

Abgabe bis zum 23. Oktober 2002

Aufgabe 1 [3+4+3 Punkte]
Beweisen Sie die folgenden mathematischen Aussagen fir 0 < a < 1, n € N =
{0,1,2,...}:

a) i g = 1_1an+1
i=0 B

(Hinweis zu a) und b): vollstindige Induktion)
b) 1—an+9" > (1-a)">1-an

¢) (1+a)" < e (Hinweis: Ableitung)

Aufgabe 2 [10 Punkte]
Nach der Vorlesung von Prof. Starke ist 7 = (X, Z, zy,6) eine Turing-Maschine,
wenn

e X ein endliches Alphabet mit O ¢ X,
e 7 eine endliche Menge von Zusténden und 2y € Z der Anfangszustand

eund §: Zx (Xu{Od}) = (Xu{O})x{R,L,N,S} x Z die Uberfiihrungs-
funktion ist.

Die erkannte Sprache dieser Maschine ist die Menge L(T) = {z € X*| T stoppt bei Eingabe z}.

Zeigen Sie die Aquivalenz zur 1-DTM nach folgender Definition:
Eine deterministische k-Band-Turingmaschine (kurz k-DT M) wird durch ein Tupel
M =(Z,%,T,4,q, E) beschrieben, wobei

e 7 eine endliche Menge von Zusténden und ¢y € Z der Startzustand,
e XY das Eingabealphabet mit O ¢ X,

e T das Arbeitsalphabet mit XU {O0} C T



o §:ZxT*F— (z x T* x {L, R, N}* ) U @ die Uberfiihrungsfunktion

e und E die Menge der Endzustéinde ist.
Die Maschine M erkennt die Sprache L = {z € X*| M gelangt bei Eingabe z in einen Endzustand}.

Aufgabe 3 [4+6 Punkte]

Beschreiben Sie in Worten welche Sprache die angegebene Turingmaschine M er-
kennt und wie sie funktioniert.

a) M= ({Zo,Zl},{d, b}v{”ﬁ b7 |:|},57 20, {Zl}) , wobei

5(2,’0,0,) = (Zlaby R)’ 5(z07b) = (21,(1., R)? 5(2}0, D) = (Zla DyN)

b) M = ({q,70,71,75,7}, 50, 51,1, ja, nein}, {0,1}, {0, 1,0}, 4, q, ja), mit der Uberfiihrungs-

funktion
4 (z, ) r=0 0 1

z=¢q | jo,O,N ry,0,R r, O, R
To je,0,N r;,0,R ry, 1, R
Ty je,0,N r},0,R r, 1, R
7"8 SOaD7L T;a07R TS,l,R
TT SlaD7L TIa07R TI,].,R

S0 [,0O,L nein, 0, N
31 nein, 0, N [,0,L
l ¢,0,R 1,0, L L,1,L

Aufgabe 4 [10 Punkte]

Geben Sie eine 1-TM mit dem Eingabealphabet ¥ = {|} an, die zwei unér kodierte
natiirliche Zahlen x und y multipliziert.
Aus der Eingabe |...| O |...| soll das Produkt |...| erzeugt werden.

N N~ ~—~

z+1-mal  y+1-mal z-y+1-mal
Argumentieren Sie, weshalb die von Thnen erstellte 7'M ihre Aufgabe erfiillt.



Aufgabe 1

Sei0<a<lundneN={0,1,2,...}.

Teilaufgabe a
Behauptung:

n+1

n
. 1—a
i _
Za - 1—a
=0

Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

0+1

0
: 1—a 1—a
7 0
= :1: =
Za “ 1—a 1—a

ist erfiillt.
Induktionsschritt (n — n+ 1):

n+1 n
§ :az — § :CLZ + an+1
i =0

=0
Indé\/or. 1 1_ an+1 + an+1
—a

_ 1— a”“ + (an+1)(1 o a)
N 1—a

1— an+1 + an+1 _ an+2
B 1—a

1— an+2
N 1—a

Teilaufgabe b
Behauptung:

2,2
1—an+% >(1—a)® >1—an



Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

1>1-a)’>1 & 1>1>1

ist erfiillt.

Induktionsschritt (n — n+1):

2 2 2(,)2
1 2 1
1—a(n+1)+w = 1—an—a+a(n —i—2n—|— )
a’n?  a?(2n+1)
= 1l—an+ + —a
2 2
a*n?  a?(2n+1)
= 1l—an+ + —-a
2 2
_ . 2n2+ 2+a2
= an 5 na 5 o

1-a" = (1-a)" (1-a)
= (1—-a)"—a(l—a)"
l—an+1) = 1l—an—a

Es gentigt, die einzelnen Reste abzuschétzen:
Behauptung:

2
—a+na2+%2—a(1—a)”2—a

1. Vergleich des 2. und 3. Terms:
—a(l—a)" > —a < (1 —a)” <1ist erfiillt, da a €]0,1].

2. Vergleich des 1. und 2. Terms:

—a~|—na2+“2—2 > —a(l —a)"
& —a(l-na—%) >-a(l—a)
& l—an—3 <(1-a)



. 2,2
3. Laut Voraussetzung gilt: 1 — an + 45~ > (1 —a)"

wegen 2. und 3. geniigt zu iiberpriifen: 1 — an + a22”2 >1—an—§

2,,2 a
1 —an+ %5 Zl—an—§
2,,2 a
<~ % > —5
= a’n? > —a
& an? > —1
ist erfiillt, da a €]0,1[ und n € N. O

Teilaufgabe c
Behauptung:

(1+a)n < an

Beweis:
durch vollsténdige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0):

1+a)l<e o 1<1

ist erfiillt.

Induktionsschritt (n — n + 1):

(14a)" = (14a)"- (1 +a) und XD = ganta — gan . ga

Da laut Voraussetzung (1 4+ a)” < %" gilt, geniigt es, die Faktoren (1 + a und e®) zu
iiberpriifen.

Behauptung:
1+a<efirael01]

1. Sei f(a) =e* —1—a. Dann ist f'(a) =e*—1>0Va €]0,1]
= f ist monoton steigend



2. I = i “—1)=
ai,%lJrf(a) im (e )=0

a—0+

Aus 1. und 2. folgt: f(a) > 0 Va € ]0,1], also gilt:

fla) =0
S e —1—a >0
& e >14a
O
Aufgabe 2
Behauptung:

Die Turing-Maschine T" = (X, Z, 29,6) (nach Prof. Starke) ist dquivalent zur 1-DTM
M= (Z,%,T,0,q0, F).

Um die Behauptung zu beweisen, wird nacheinander gezeigt, dass sich die Turing-
Maschine (nach Prof. Starke) als 1-DTM darstellen ldsst und umgekert.

Beweis (Turing-Maschine — 1-DTM):
Es kann ein Algorithmus angegeben werden, mit dem aus einer Turing-Maschine T eine
1-DTM M konstruiert werden kann, sodass L(T') = L(M):

1. Bandbeschriftung: Das Band mit seiner Beschriftung von 7" kann ohne Anderung
von M iibernommen werden.

2. Alphabete: Sei O ¢ X das endliche Alphabet von 7. Fiir M sei ¥ = X das
Eingabealphabet und I' = X U {O} das Arbeitsalphabet.

3. Zustinde: Sei Z die endliche Menge der Zustdnde von T mit dem Startzustand
qo € Z, sowie allen Zusténden, in denen T stoppt Ep C Z. Fir M sei Z die
endliche Zustandsmenge, gy € Z der Startzustand und Fy; = Er C Z die Menge
der Endzustéinde von M, die im Folgenden noch modifiziert wird.

4. Uberfithrungsfunktion: Sei 67 die Uberfiihrungsfunktion von 7' mit 67 = Z x
(Xu{o}) - (Xu{o}) x{R,L,N,S} x Z. Seinun dyy = Z x ' — (Z x T x
{L, R, N}) die Uberfiihrungsfunktion fiir M fiir alle Zusténde z ¢ Ep, wobei Er die
Menge der Zusténde ist, in denen 7" stoppt (bzw. die Kopfbewegung S ausfiihren
muss).

Dabei werden die 3-Tupel von T vom Format [,,neues Zeichen®, . Kopfbewegung®,
yneuer Zustand®] fiir M in das Format [,neuer Zustand®, ,neues Zeichen®, ,, Kopf-
bewegung®| gesindert.



5. Stoppzustinde: Die Stoppzustinde Ep C Z von T in der Form dp(z,z) =
(2',8,2) (z € Ep;z,2’ € X U{0O}) werden fiir M in dp(z,2) = (2/,N,z.)
(z € Z\Ey;z,2" € T') mit 2, € Ep und 0ps(ze,2) = 0 ( € T) gedindert. Da-
bei wird aus dem Stoppzustand z € Ep von T ein ,normaler” Zustand von M,
der jedoch in jedem Fall in einen neuen Zustand z, € F); iibergeht, der zu den
Endzustédnden Ejp; von M gehort.

T und M arbeiten nun mit den gleichen Alphabeten und unterscheiden sich nur im
Format der Uberfithrungsfunktion und der Darstellung der (insbesondere Stopp- bzw.
End-) Zusténde. Jede Eingabe, bei der T stoppt, fiihrt auch M in einen Endzustand.

Beweis (1-DTM — Turing-Maschine):
Des Weiteren kann ein Algorithmus angegeben werden, mit dem aus einer 1-DTM M
eine Turingmaschine 7" konstruiert werden kann, sodass L(M) = L(T):

1. Bandbeschriftung: Die Bandbeschriftung von M kann ohne Anderung von T
iibernommen werden.

2. Alphabete: Sei O ¢ ¥ das endliche Eingabealphabet von M. Fiir 7" sei X = %
das Alphabet.

3. Zustéande: Sei Z die endliche Menge der Zustéinde von M mit dem Startzustand
qo € Z. Fiir T sei Z ebenfalls die endliche Zustandsmenge, gy € Z der Startzustand.
Die Endzusténde von M FEj; werden im Folgenden untersucht.

4. Uberfithrungsfunktion: Sei §); die Uberfilhrungsfunktion von M mit 6y =
ZxT = (ZxT x{L,R,N})UW. Sei nun 67 = Z x (X U{0O}) — (X u{O}) x
{R,L,N, S} x Z die Uberfiihrungsfunktion fiir T fiir alle Zustéinde z ¢ Fj;. (Aus-
genommen zundchst also alle Endzustédnde von M, sowie alle Zustidnde zy € Z :
On(zp,x) =0 (x € T'). Diese Zustéinde werden spéter seperat behandelt.).

Dabei werden die geordneten 3-Tupel von M vom Format [,,neuer Zustand“, ,neu-
es Zeichen“, | Kopfbewegung®) fiir 7' in das Format [,neues Zeichen, ,Kopfbewe-
gung®,  neuer Zustand“] geéndert.

5. Endzusténde: Die Endzustinde Ejp von M in der Form dp(z,z) = (2,2, k)
(z € Eypy,2’ € Ty6 € {L,R,N}) werden fiir T in dp(z,z) = (2, K, 2.) (2,2 €
Zix,x' € Tyk € {L,R,N}) mit dr(z.,2) = (%,5,2¢) (& € X U{O}) gedindert.
Auflerdem gilt fiir alle Zusténde mit dps(zg, z) = 0 fiir T 97 (2, z) = {x, S, zp }.

M und T arbeiten nun wieder mit den gleichen Alphabeten und unterscheiden sich nur
im Format der Uberfiihrungsfunktion und der Darstellung der (insbesondere Stopp- bzw.
End-) Zusténde. Jede Eingabe, bei der M einen Endzustand erreicht, bringt auch 7" zum
Stopp.

Od



Beispiel (anhand der 1-DTM aus Aufgabe 3a):
Die gegebene 1-DTM M wird anhand des zuletzt beschriebenen Algorithmus in eine
Turing-Maschine T' (nach Prof. Starke) iiberfiihrt:

1. Die Bandbeschriftung wird iibernommen.
2. X ={a,b} ist das Alphabet von T'.

3. Z = {20, z1} ist die Zustandsmenge von T', deren Zusténde im Folgenden behandelt
werden.

4. 67 : {20, 21} x{a,b,0} — ({a,b,0} x {R, L, N, S} x {20, 21}) ist die Uberfithrungs-
funktion von T, die zunéchst wiefolgt definiert ist: d7(zg,a) = (b, R, z1), é7(z0,b) =
(a, R, z1) und 07(29,0) = (O, N, 2p).

5. Der Endzustand z; von M mit dps(21,2) = 0 (z € {a,b,0}) wird fiir T wie folgt
definiert: d7(z1,2) = (x, S, z1), (z € {a,b,0}).

Aufgabe 3

Teilaufgabe a

Die gegebene Turinmaschine M startet im Zustand zy und geht unabhéngig vom gelese-
nen Zeichen in den Endzustand z; iiber. Dabei éndert sie das Zeichen vor dem Ubergang
in den Zustand z; wie folgt: aus einem a wird ein b und umgekehrt wird aus einem b ein
a. Nach der Zeichenénderung geht M auflerdem einen Schritt nach rechts. Des Weiteren
akzepziert M das leere Wort ¢, bei dem sie ohne Kopfbewegung in den Endzustand z;
iibergeht.

= L(M) = {a,b,e}

Teilaufgabe b

Die gegebene Turingmaschine M akzeptiert alle moglichen Palindrome aus dem Einga-
bealphabet {0,1} (also z.B. 00111100), sowie das leere Wort €. Sei x = z1x223... 2,
eine Eingabe, geht M wie folgt vor:

1. x7 wird gelesen:

e 7, = ¢ — Ubergang in Endzustand , da es sich beim leeren Wort ¢ um
ein Palindrom handelt

e r; =1 (i =0,1) — Zeichen mit Blank (O) iiberschreiben, Kopf nach rechts
bewegen und Ubergang in Zustand r;

2. xo wird im Zustand r; gelesen:

e 15 = ¢ — Ubergang in Endzustand , da ein einzelnes Zeichen (z1) ein
Palindrom ist

10



e 29 = 0 oder 9 = 1 — Zeichen unverindert lassen (mit gleichem Zeichen
iiberschreiben), Kopf nach rechts bewegen und Ubergang in Zustand r;}

3. x3 bis x,, werden im Zustand 7] gelesen:

e 13 = ¢ — letztes Zeichen der Eingabe passiert: Kopf nach links bewegen und
in den Zustand s; ibergehen

e 13 = 0 oder x3 = 1 — Zeichen unverédndert lassen, Kopf nach rechts bewegen
und im gleichen Zustand (r}) bleiben, um néchstes Zeichen einzulesen

4. letztes Zeichen x,, wird im Zustand s; gelesen:

e 1, =1 — letztes Zeichen loschen (mit Blank iiberschreiben), Kopf nach links
bewegen und in den Zustand ! {ibergehen

e 1, # i Zeichen mit Blank iiberschreiben und ohne Kopfbewegung in den
Zustand iibergehen und abbrechen, da das letzte Zeichen nicht
mit dem urspriinglich ersten Zeichen iibereinstimmt (z, # x; = i) und es
sich deshalb bei der Eingabe nicht um ein Palindrom handelt

5. Zustand [: M geht Zeichen fiir Zeichen — ohne die Zellen zu verdindern — das
Band nach links, bis sie den Anfang erreicht hat. Anschlielend geht sie wieder
in den Startzustand ¢ iiber. Der Zustand [ kann nur erreicht werden, nachdem das
erste Zeichen (im Startzustand ¢) und letzte Zeichen (im Zustand s,,) auf dem
Band geloscht, das mit einem Blank (O) iiberschrieben wurden. Die im zweiten
Durchgang zu verarbeitende Eingabe ist nun um zwei Zeichen kiirzer und sieht wie
folgt aus: &’ = wox3wy4 ... TH_1

In den folgenden Durchgingen wird die Eingabe durch das Loschen des jeweils ersten
und letzten Zeichens verkiirzt, bis das leere Wort (siehe 1.) oder ein einzelnes Zeichen
(siehe 2.) iibrigbleibt und M in den Endzustand iibergeht oder vorher wegen einer

ungiiltigen Eingabe (siche 4.) abgebrochen wird.

= L(M) = {z|z ist Palindrom iiber {0,1}}, wobei ,Palindrom tiber {0,1}* wie folgt
definiert sei:

1. 0, 1 und das leere Wort ¢ sind Palindrome iiber {0,1}.
2. Wenn p ein Palindrom iiber {0,1} ist, so auch 0p0 und 1pl.

3. Nichts anderes ist ein Palindrom iiber {0,1}.

Aufgabe 4

Sei M eine 1-TM mit M = ({q1,...,q21},{|},{|,0}, 6, q1, {g21}), mit der Uberfiihrungs-
funktion

11



d(z,x) ‘ x =10 ‘ | ‘ Beschreibung
zZ=q q2, 0, R | Startzustand

@ | ¢ 0,R | ¢lR

q3 q, |, R

a1 | ¢5,0,L | ¢5,0,L | Unire Kodierung (x+1)
g5 | g8,0,L g6, |, L | bei beiden Faktoren
g6 | q7,0,L g, |, L | entfernen

qr | 99,0, R | qr,|,L

g | 9, 0,R | gs,|, L

9 | 18,5, N | q10,5, R

qo | ¢11,8,R | quo, |, R

a1 | q6,5,L | q12,0, R

qi2 | @13,0,R | qi2,], R

@13 | qua,,L | q3,|,R | Die eigentliche

qua | q15,0,L | qua,|, L | Multiplikation

a5 | [\ R | qs, |, L
q6 | 17,0, L | a6, |, L
a7 | 9, ,R | @7, |, L
q18 | q19,0, R Das Ergebnis unér
q19 | 20,0, R | q9,|, R | kodieren
g0 | ¢@1,|,R | qo,|,R
g1 | ¢21,0,5 | ¢o1,|,S | Endzustand

Beschreibung der einzelnen Zustidnde
q1 Ersten Strich des 1. Faktors (x) mit O iiberschreiben, Kopf nach rechts und weiter

q2

q3

44

g5

g6

qr

qs

q9

mit gs.

Bewegt den Kopf auf das 1. | des 2. Faktors (y) und geht in g3 iiber.

Bewegt den Kopf auf das letzte Zeichen des 2. Faktors (y). Weiter mit gy.

Uberschreibt letztes Zeichen des 2. Faktors (y) mit O und bewegt den Kopf nach
links. Weiter mit gs.

Kopf nach links und bei | weiter nach gg, sonst gg.

Bewegt Kopf auf letzten | von y, weiter mit ¢7.

Bewegt Kopf auf letzten | von z, weiter mit ¢9.

Bewegt Kopf auf letzten | von x, weiter mit ¢9. (identisch mit g7...)

Loscht | in x, geht nach rechts in ¢19. Bei O an dieser Stelle ohne Kopfbewegung

Ubergang zu ¢is.

q10 Bewegt Kopf auf ersten | von y und geht in ¢;; iiber.

12



qi1

q12

q13

q14

q15

q16

qi7

q18

q19

420

g21

Bei O an dieser Stelle Kopf nach links und weiter mit ¢4, ansonsten O schreiben,
nach rechts und weiter mit g;».

Bewegt Kopf hinter y und noch eine Zelle weiter nach rechts. Weiter mit ¢i3.

Schreibt |, wenn O in der betrachteten Zelle (bereits Ende des Ergebnisses) geht
nach links und weiter mit gi4. Bei | in der Zelle befindet sich Kopf noch nicht am
Ende des Ergebnisses. — bewegt Kopf mittels ¢i3 ans Ende des FErgebnisses.

Bewegt den Kopf auf den letzten | des y. Weiter mit ¢q5.

Bewegt Kopf dahin, wo in g1 der | (in y) geloscht wurde und schreibt ihn wieder an
die gleiche Position. Weiter nach rechts und ¢;.

y ist nun vollstindig kopiert (bzw. einmal zum Ergebnis addiert). Bringt Kopf nun
auf das letzte | des x. Weiter mit g;7.

Bewegt Kopf dahin, wo in g9 der | (in x) geléscht wurde und schreibt ihn wieder an
die gleiche Position. Weiter nach rechts und gqg.

Bewegt Kopf nach rechts, weiter mit qi9.
Bewegt Kopf auf den ersten | des Ergebnisses.

Bewegt Kopf hinter das Ergebniss, und fiigt dort ein | ein, um das Ergebnis unér
darzustellen. Dann in go1.

Endzustand.

Zusammenfassung

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Turing Maschine zuerst die (z+ 1)-Striche in
x-Striche umwandelt, dies passiert mit beiden Faktoren. Dann folgt erst die eigentliche
Multipikation. Es wird der erste | von x geloscht, und ein y an das Ende des Bandes
kopiert, und der vorher geloschte | wieder an die selbe Stelle geschrieben. Danach wird
gegebenfalls der zweite | von z geléscht, y wiederrum kopiert, usw. Nachdem der letzte |
des ersten Faktors nach dem Loschen wieder hinzugefiigt wurde, wurde das y x-mal an
das Ende des Bandes kopiert. Nun bleibt nur noch, das Ergebnis unér zu kodieren, d.h.
es wird ein zusétzlicher | an das Ende des xy geschrieben. Nun stoppt die Maschine und
hat die Multiplikation erfolgreich ausgefiihrt.

13
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Serie 2

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 23. OKTOBER 2002
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

2. Serie — korrigiert

Abgabe bis zum 30. Oktober 2002

Aufgabe 5 [8 Punkte]

Zeigen Sie, dass das Intervall [0, 1] iiberabzahlbar ist. Fiihren Sie dazu die Annahme
zum Widerspruch, es gébe eine abzdhlbare Aufzihlung aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1.

Hinweis: Untersuchen Sie die Bindrdarstellung der Zahlen dieser Aufz&hlung. Sei
z; das i-te Bit der i-ten Zahl der Aufziihlung. Betrachten Sie nun jene Zahl, deren
i-tes Bit die Negation von z; ist.

Aufgabe 6 [16 Punkte]
Die sogenannte ,,Gro-O-Notation“ ist folgendermafien definiert:
Sei f : N — R eine zahlentheoretische Funktion.
Alle Funktionen, die bis auf einen konstanten Faktor hochstens so schnell wachsen
wie f, sind in der folgenden Menge zusammengefasst:
O(f)=={¢9:N=R|IceR? 3nyeN: g(n) <c- f(n), ¥n > ny}.
Die vereinfachte Schreibweise ,,g(n) = O (f(n))“ bedeutet: g € O (f).
Priifen Sie die Korrektheit der folgenden Aussagen und begriinden Sie Thr Urteil:
a) 3n+4+logn =0 (n)
b) (3n+v)* = O (n?)
¢) logn = O (log (v/'n))
d) logn =0 (y/n)

f) ;1’ —0(n)
s =0 (n'Y)
h) (1+:2)"=0(1)

15



Definition. Fir eine k-Band-Turingmaschine und ein Eingabewort x sei
K,FKiF...F K,

eine akzeptierende Rechnung mit K; = (gi, ui1, Vi1, - - - , ik, Vik)-
Die Laufzeit dieser Rechnung ist dann t und der bendtigte Platz sei

s =max{|lug|+ |vy| 1 i=1...t, j=1...k}.

Aufgabe 7 [6 Punkte]
Gegeben sei folgende 2-Band-Turingmaschine 1 )

T = ({#4, %e, 20, 21},{0,1},{0,1,0}, 6, 2, {z}), wobei & durch folgende Ubergiinge
definiert ist:

(zuy (07 D)) - (307 (07 D)v (Rv N))7 (zua (17 D)) - (zey (17 1)a (Na N))
(Zl), (07 D)) - (zla (Oa D)7 (Rv N))7 (Zo, (L D)) - (ze7 (17 0)7 (N7 N))
(Zla (07 D)) - (ZO, (Oa D)7 (Rv N))7 (Zla (la D)) - (Zev (17 1)7 (N7 N))

a) Welche Funktion wird von T' berechnet? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Welche ist die kiirzeste und welche die lingste Laufzeit fir Eingabewérter aus
E, = {0m10~ ™ 0<m<n—1}?

Aufgabe 8 [10 Punkte]

Zeigen Sie: Eine k-Band-Turingmaschine kann so durch eine 1-TM simuliert werden,
dass die Simulation einer Rechnung mit Laufzeit ¢ und Platzbedarf s eine Laufzeit
von O(t%) und den Platzbedarf O(s) hat.
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Aufgabe 5

Behauptung:
Das Intervall [0, 1] ist iberabzdhlbar.

Beweis (indirekt):
Wir nehmen an, es gébe eine abzéhlbare Aufzdhlung aller x € R € [0, 1]. Dazu untersu-
chen wir zunéchst den ganzen Koérper der reellen Zahlen R:

Behauptung:
Der Korper R ist nicht abzéhlbar.

Beweis (indirekt):
Wir nehmen an, es gébe eine Abzéhlung

R = {.131,.132,3:‘3,. . }

Zu dieser konstruieren wir eine Intervallschaltung (I,) mit:

Ty & InYn (0.1)

Die I,, werden rekursiv definiert. Wir beginnen mit I; := [:1:1 + 1,21+ %] Aus I,, kon-
struieren wir dann I, 11 wie folgt: Wir teilen I,, in drei gleichlange Intervalle und wéhlen
als Ip,+1 ein solches abgeschlossenes Teilintervall, das ;41 nicht enthélt. Offenbar hat
I,, die Lénge 37™. Die Folge (I,,) ist also tatséchlich eine Intervallschachtelung.

Sei dann x die Zahl mit x € I,Vn. Hat x die Nummer k, x = x, so gilt insbesondere
x € Ij. Dieses widerspricht Annahme (0.1). Also gibt es keine Abzé&hlung von R. O

Da der gesamte Korper der reellen Zahlen R nicht abzéhlbar ist, gilt dies insbesondere
fiir das Intervall [0, 1]. O

Aufgabe 6

Seien f:IN — R und g : N — R zahlentheoretische Funktionen sowie n € IN.
O(f) sei wie folgt definiert:
O(f) = {g|3c¢>0€R,Ing e N:g(n) <c-f(n),¥n>np}
= {g|3c>0€R,3Ing GN:% <c,Vn>no}

= {gl3c>0€R: lim % <c} (0.2)

Die Formel (0.2) wurde in dieser Form in der Vorlesung , Praktische Informatik 2* ein-
gefiihrt.
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Teilaufgabe a

Sei g(n) = 3n + 4+ logn. Zu tiberpriifen: g € O(n).

441
lim 3n +4+logn

n—0o00 n

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,_,

Es gilt: g € O(n).

Teilaufgabe b

1 4

i <ogn+ 3n + )
n—oo n n

1 4
lim osn + lim s+
n—oo n n—0o0 n
043
3

Sei g(n) = (3n + y/n)>. Zu iiberpriifen: g € O(n?).

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,

Es gilt: g € O(n?).

Teilaufgabe c

<9n2 + 6n% + n)
m e —
n2

n—oo

6 1
li 94 — 4+ —
e ( T n)
9

Sei g(n) = logn. Zu tiberpriifen: g € O(log (v/n)).

. logn
lim

n—oo log (/1)

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, ..

Es gilt: g € O(log (v/n)).
Teilaufgabe d

L’Hopital

1
lim %
n—oeo —

. 2n
lim —
n—oo N

2

Sei g(n) = logn. Zu iiberpriifen: g € O(y/n).

18
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< ¢, also z.B. ¢ = 4.

< ¢, also z.B. ¢ = 10.

< ¢, also z.B. ¢ = 3.



logn  L'Hopital

lim
n—oo n—oo ——
n 2v/n
. 2v/n
— lim i
n—oo n
. 2
= lim —
n—oo 1/MN
= 0

Es kann ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,,_, % <c¢, alsoz.B.c=1.

Es gilt: g € O(y/n).

Teilaufgabe e
Sei g(n) = Y_°_,i~2 Zu iiberpriifen: g € O(1).

n
>

lim "=11 = Zr?
=1
= ((2) (0.3)
T 6
~ 1,64

Bei Gleichung (0.3) handelt es sich um die RIEMANN’sche Zeta-Funktion, die als so
genanntes ,,Baseler Problem“ von EULER 1734 berechnet worden ist. Es kann also ein
¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, % < ¢, also z.B. ¢ = 2. Es gilt:

g€ 0(1).

Teilaufgabe f
Sei g(n) = >, i. Zu iiberpriifen: g € O(n).

ZZ n(n+1)

lim = = lim 2
n—oo N n—oo n
.on+1

= lim

n—oo

= +OO

Es kann kein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, o % <¢, da

¢ < 00,Ve € R. Demnach gilt: g ¢ O(n).
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Teilaufgabe g

. _3/4
Sei g(n) = "\/E"Jﬁ,’

. Zu iiberpriifen: g € O(n'/*).

n—n3/4
. V/n+5 o . n—mn
T =l (V7 + 5)(n'/%)

n3/4 _ p1/2

3/4

n—00 Vn+5

L’Hopital

g +Oo

Es kann kein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, % <¢, da

¢ < 00,Ve € R. Demnach gilt: g ¢ O(n'/4).

Teilaufgabe h
Sei g(n) = (1 + ﬁ) . Zu tberpriifen: g € O(1).

2 n
, (1 + m) , 2 \"
S T <1 * m)
= 62
Es kann also ein ¢ > 0 € R angegeben werden, fiir das gilt: lim,, ., % < ¢, also z.B.

c=8. Es gilt: g € O(1).

Aufgabe 7

Teilaufgabe a

Behauptung:
Sei m die Anzahl der fithrenden Nullen der Eingabe der Form 01z mit z € {0,1}*.
Dann berechnet die gegebene Turingmaschine T' die Funktion

fr(m) =1— (m mod 2)

Das heifit, sie schreibt eine 1 auf das zweite Band, wenn die Anzahl der Nullen m gerade
(oder m = 0) ist bzw. eine 0 auf das zweite Band, wenn die Anzahl der Nullen m
ungerade ist.
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Beweis:
Sei im Folgenden m die Anzahl der fithrenden Nullen in der Eingabe. Es werden zunéchst
spezielle Fille (m = 0...2) untersucht und dann der allgemeine Fall iiberpriift.

e m = (: Bei einer Eingabe, die mit der Ziffer 1 beginnt, geht T direkt in den
Endzustand z. iiber und schreibt eine 1 auf das zweite Band. Das erste Band
bleibt dabei unveréndert. Es gilt 1 =1 — (0 mod 2).

e m = 1: Bei einer Eingabe der Form 01z mit z € {0,1}* geht 7" aus dem Startzu-
stand z, in den Zustand zy iiber, nachdem der Kopf auf dem ersten Band nach
rechts bewegt wurde. Anschliefend schreibt T eine 0 auf das zweite Band und
terminiert im Endzustand z.. Dabei bleibt das erste Band unverdndert. Es gilt
0=1-(1 mod 2).

e m = 2: Bei einer Eingabe der Form 001z mit z € {0,1}* geht T aus dem Start-
zustand z, in den Zustand zy iiber, nachdem der Kopf nach rechts bewegt wurde.
Anschlielend geht T weiter in Zustand z1, nachdem der Kopf erneut nach rechts be-
wegt wurde. Abschlielend schreibt 1" eine 1 auf das zweite Band und terminiert im
Endzustand z.. Dabei bleibt das erste Band unveréndert. Es gilt 1 = 1—(2 mod 2).

e m > 2: Bei der Eingabe der Form 0™1z mit z € {0,1}* und m > 2 liest T" zunéchst
die ersten zwei Nullen und verhélt sich wie im vorherigen Fall, allerdings geht sie
nicht in den Endzustand z. iiber, sondern bewegt den Kopf nach rechts und betritt
von z1 aus eine Schleife zwischen den Zustinden zg und z1:

Die Zusténde zp und z; werden nun getrennt betrachtet werden:

— Zustand zp: Die Maschine konnte in diesem Fall den Zustand zg nur von z; aus
erreichen, d.h. T ging von z; aus nicht in den Endzustand iiber. Dies bedeutet,
dass die Eingabe mit einer ungeraden Anzahl von Nullen begann. Liest T' nun
eine 1 auf dem ersten Band, muss sie sich dementsprechend verhalten, also
eine 0 auf das zweite Band schreiben und terminieren.

— Zustand z1: Die Maschine konnte in diesem Fall den Zustand z; nur von zg aus
erreichen, d.h. T ging von zg aus nicht in den Endzustand iiber. Dies bedeutet,
dass die Eingabe mit einer geraden Anzahl von Nullen begann. Liest T' nun
eine 1 auf dem ersten Band, muss sie sich dementsprechend verhalten, also
eine 1 auf das zweite Band schreiben und terminieren. O

Es wird bei diesem Beweis davon ausgegangen, dass die Eingabe iiberhaupt eine 1
enthélt, da T sonst nicht stoppt und fp nicht definiert ware.

Teilaufgabe b

Fiir eine Eingabe aus E,, = {0m10""™10 < m < n—1} ist die kiirzte mogliche Laufzeit
fiir Eingaben fiir m = 0 (d.h. keine fiihrenden Nullen) und beliebige n gegeben, da T
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schon nach dem Lesen des ersten Zeichens der Eingabe (eine 1) terminiert es muss nur
ein Schritt ausgefithrt werden: Dann gilt fiir die Laufzeit

s =max{|u;| + |v;| ;i =1...t,t =1} = max{|0| + |1} =1

Da T erst nach dem Lesen der ersten 1 terminiert, benotigt er bei Eingaben der Form
E, = {0m10"™~10 < m < n — 1} genau m + 1 Schritte (m Schritte um alle Nullen zu
lesen und einen Schritt um die 1 zu verarbeiten) um zu terminieren. Fiir die maximale
Laufzeit gilt also: s = m + 1. Die Endkonfiguration sieht dann wie folgt aus:

K; = (2, 0™, 10" ™ 1)

Auch bei dieser Aufgabe wird davon ausgegangen, dass die Eingabe {iberhaupt eine 1
enthélt, da T sonst nicht stoppt und keine Endkonfiguration erreichen wiirde.

Aufgabe 8

Die Uberfithrung einer k —T'M in eine 1 — T M wurde in Satz 1.1 aus der Vorlesung (Teil
(ii) = (iii)) bewiesen. Dabei wurde wie folgt vorgegangen:

Sei M eine k-TM mit M = (Z,%,1',4,q0, F), L(M) = A

1. Konstruiere 1-TM M’ = (Z' U Z, %, 17,§, qo, E)

2. Dann lduft M’ nach rechts iiber das Band und merkt sich im Zustand
auf welchen Zeichen die Kopfe stehen: aq,...,a (endlich viele) bis sie
die letzte Kopfmarkierung gefunden hat.

3. M’ wihlt eine Anweisung aus (g, a1, ..., ax).

4. M’ 1auft wieder nach links und realisiert die Anweisungen (Zeichen mit
Hut austauschen, Hut auf jeweiliges Nachbarzeichen).

5. M’ geht in den neuen Zustand der Anweisung (€ Z).

Es gilt: L(M') = L(M), da die Konfiguration, in denen der Kopf ganz links
steht, einer Konfigurationsfolge von M entspricht.

Fiir den Rechen- bzw. Platzbedarf ergibt sich also folgendes:

e Da M’ die Bandbeschriftung von M durch k Spuren realisiert, entspricht der Platz-
bedarf von M’ dem von M.

o Die Konstruktion der 1-TM M ist in konstanter Laufzeit O(1) moglich (siehe Punkt
1).

e Bei jedem Rechenschritt von M konnen sich die (duflersten) Kopfe um maximal
zwei Felder voneinander entfernen (indem ein Kopf einen Schritt nach rechts der
andere ein Schritt nach links ausfiihrt). Nach ¢ Rechenschritten kénnen sie also
maximal 2¢ Felder auseinander liegen.
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e Also braucht M’ zur Simulation von ¢ Schritten maximal

t
Y 2i=t(t+1) =1+t
=1

Schritte.
Der Platzbedarf ist also von s abhéngig, also gilt fiir M’ O(s). Fiir den Rechenaufwand

ergibt bei einer Laufzeit ¢ von M fiir M’ eine Laufzeit von t? + ¢ Schritten, also O(t2).
O
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Serie 3

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 30. OKTOBER 2002
DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

3. Serie

Abgabe bis zum 6. November 2002

Aufgabe 9 [4+6 Punkte]

Zeigen Sie folgende Eigenschaften der Reduktionsrelation <:
a)A<B & A<B
b) < ist transitiv

Aufgabe 10 [4+6 Punkte]

a) Zeigen Sie, dass eine Sprache A genau dann rekursiv aufzéhlbar ist, wenn es eine
Turing-berechenbare, partielle Funktion f gibt, so dass A der Definitionsbereich von
f ist.

b) Beweisen sie die folgende Variante des Satzes von Rice: Sei £ C RE mit
L ¢ {0,RE}. Dann ist die Sprache K (L) := {w | L(M,,) € L} unentscheidbar.
Hinweis:

Nutzen Sie die Reduktion K (F) < K (L) fiir F = F(L) = {M,(.) | L(M,,) € L}.

Aufgabe 11 [2+2+2+2 Punkte]

Sind die folgenden Sprachen entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.
a) {w | L(M,,) ist endlich }

b) {w | L(My) = L(M,)}

¢) {w | L(M,,) ist rekursiv aufzghlbar }

d) {w| I #w: L(My) = L(My)}

Aufgabe 12 [4+4+4 Punkte]

Betrachten Sie die Sprache Eq = {v#w | L(M,) = L(M,,)}. Zeigen Sie:
a) Das Halteproblem lésst sich auf Eq reduzieren.

b) Das Halteproblem lisst sich auch auf Eq reduzieren.

¢) Weder Eq noch Eq sind rekursiv aufzihlbar.

Hinweis: Betrachten Sie Kodierungen von drei Maschinen:
eine tut das Gleiche wie M,, bei Eingabe z, eine akzeptiert immer und eine nie.
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Aufgabe 9

Teilaufgabe a

Behauptung:
A<B& A<B

Beweis:
Sei A C ¥* und B CI'™.

1. Richtung =-:

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f : X* - T*:2 € A& f(x) € B

Laut Voraussetzung gilt: x ¢ A < f(z) ¢ B.
Also gilt laut Definition des Komplementes: z € A < f(x) € B.
f ist Reduktion: A < B.

2. Richtung <:

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f : ¥*\A = T*\B:z € A< f(z) € B

Laut Voraussetzung gilt: ¢ A < f(x) ¢ B.
Also gilt lauf Definition des Komplementes: x € A < f(z) € B.
f ist Reduktion: A < B.

Teilaufgabe b

Behauptung:
< ist transitiv, dh. AK BAB<(C=A<C(C.

Beweis:

Sei ACY* BCTI* und C C ¥*,

Voraussetzung;:
A < B, d.h. nach Definition: 3f; : ¥* - I":2 € A« fi(z) € B
B < C, d.h. nach Definition: 3fy : I — ¥* : x € B < fo(x) € C

reAs fi(x)eB
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x € B& folr)eC

re€As fo(fi(x)) e C
Sei f3 = f1 0 fo Reduktion: A < C.

Aufgabe 10

Teilaufgabe a

Behauptung:
A rekursiv aufzéhlbar < 3f : f partiell, f Turing-berechenbar, D(f) = A

Beweis:

Sei A C ¥*.
1. Richtung =

Voraussetzung;:
A rekursiv aufzéihlbar.

Nach Satz 1.1 aus der Vorlesung ist A semi-entscheidbar, d.h. es exisitiert eine
charakteristische Funktion x4 : A — {1,1} mit

. 1, fallsze A
Xa= 7, fallsxz ¢ A

x4 hat A als Definitionsbereich, ist Turing-berechenbar und partiell.

2. Richtung <

Voraussetzung:
f ist Turing-berechenbar, partiell und hat A als Definitionsbereich.

f ist Turing-berechenbar, d.h. es exisitiert eine Turingmaschine M, die f berechnet.
Diese Funktion ist nur fiir die Menge A definiert (weil f partiell), d.h. M akzep-
tiert nur die Sprache A und stoppt fiir Eingaben x ¢ A nie. Die charakteristische
Funktion x4 mit

.1, fallsze A
Xa= 1, fallsxz ¢ A

ist berechenbar. Laut Definition und Satz 1.1 aus der Vorlesung ist also A € RE,
d.h. rekursiv aufziahlbar.
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Teilaufgabe b

e Eine Sprache aus RE ist rekursiv aufzéhlbar, d.h. kann durch die charakteristische
Funktion x entschieden werden. Dabei ist ¥ Turing-berechenbar und partiell.

e Nach Folgerung 3.4.5 aus dem Starke-Skript entspricht die Menge der Turing-
berechenbaren Funktionen der Menge der partiell-rekursiven Funktionen, d.h.

RE = PREK

e Da fiir die Menge £ € RE = PREK Nichttrivialitidt verlangt wird (£ ¢ {0, RE}),
kann der Satz von Rice auf die Sprache K (L) angewendet werden, d.h. K (L) ¢
REC.

e K (L) ist also unentscheidbar. O

Aufgabe 11

Teilaufgabe a

{w | L(M,) ist endlich}, d.h. M,, akzeptiert eine endliche Sprache. Damit hat die von
M,, berechnete Funktion einen endlichen Definitionsbereich. Da die Menge der Funktio-
nen mit endlichem Definitionsbereich eine nichttrivale Teilmenge von PREK ist, sind die

Voraussetzungen fiir den Satz von Rice erfiillt:
= {w | L(M,) ist endlich} ¢ REC

Teilaufgabe b

{w | L(M,,) = L(M,)} ist die Menge aller Turingmaschinen, deren akzeptierte Sprachen
ihrem Komplement entspricht. Da dies fiir keine Menge gelten kann, kann die Voraus-
setzung L(M,,) = L(M,) nie erfiillt werden. {w | L(M,,) = L(M,)} entspricht also der
leeren Menge ().

Laut Definition 4.2c (K&bler-Skript) ist die leere Menge rekursiv aufzéhlbar, also nach
Satz 1.1 aus der Vorlesung semi-entscheidbar.

= {w ‘ L(Mw) = L(Mw)} Qé REC

Teilaufgabe c

Zu iiberpriifen ist die Menge {w | L(M,,) ist rekursiv aufzdhlbar}. Das heifit, dass die
Sprache L(M ) mittels der Funktion

B {1, falls = € L(M,)

XL () T, sonst

semi-entschieden werden kann. Damit ist {w | L(M,,) ist rekursiv aufzihlbar} ¢ REC

28



Teilaufgabe d

{w | " # w : L(My) = L(My)} ist die Menge aller Turingmaschinen M,,, deren
akzeptierte Sprache L(M,,) auch von einer Maschine M, mit von w unterschiedlicher
Kodierung w’ akzeptiert wird.

Nun kann die Uberfiihrungsfunktion einer jeden Turingmaschine um einen Zustand er-
weitert werden, der von den urspriinglichen Zustdnden nicht erreicht werden kann und
somit nichts an der akzeptierten Sprache, allerdings an ihrer Kodierung éndert.

Also kann zu jeder giiltigen Turingmaschine M,, eine Maschine M, gefunden werden,
deren Kodierungen (w und w’) unterschiedlich sind, allerdings die gleiche Sprache ak-
zeptieren.

Damit ist die Menge entscheidbar, da die geforderte Eigenschaft fiir alle Turingmaschinen
gilt: {w | Jw' # w : L(M,) = L(M,)} € REC

Aufgabe 12

Teilaufgabe a

Sei H = {w#ax | My(z) # 1} das Halteproblem und Eq = {v#w | L(M,) = L(My)}.
Das Halteproblem H ldsst sich auf Eq wie folgt reduzieren:
Zu zeigen: H < Eq, d.h. nach Definition gilt: 2’ € H < f(2') € Eq.
wHr =12 € H & f(2')e€Eq
& f(wttx
& f(wtx
& L(M,) = L(M,y)
)

= L(M,,). Also existiert eine Reduktion von H auf Eq:

)= wHwW, falls w#x € H
- |w' ¢ Eq, sonst

frq ist berechenbar.

Teilaufgabe b

Sei H = {w#z | My(z) # 1} das Halteproblem und Eq = {v#w | L(M,) # L(M,)}.
Das Halteproblem H lisst sich auf Eq wie folgt reduzieren:
Zu zeigen: H < Eq, d.h. nach Definition gilt: 2’ € H < f(2') € Eq.
wH#r =2 € H & f(z')€Eq
& f(w#z) € Eq
& fw#zx) = v#w € Eq
<  L(M,) # L(My)

~
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Laut Voraussetzung ist w#xz € H, d.h. 3z : M, (z) # 7. Also ist L(M,) # (). Sei nun
L(M,) =0, d.h. M, die Turingmaschine, die nie akzeptiert.
Also existiert eine Reduktion von H auf Eq:

vw, falls w#x € H (sei L(M,) = 0)

Jeglwite) = {w’ ¢ Eq, sonst

fE—q ist berechenbar.

Teilaufgabe c
Behauptung: Eq ¢ RE und Eq ¢ RE.

e In Teilaufgabe a und b haben wir gezeigt, dass sich das Halteproblem sowohl auf
Eq, als auch auf Eq reduzieren lisst.

e Wire nun Eq bzw. Eq entscheidbar, dann wiirde sich diese Entscheidbarkeit nach
Satz 4.10 (Kobler-Skript) auch auf das Halteproblem iibertragen.

e Da wir jedoch wissen, dass K ¢ REC, gilt auch: Eq ¢ REC und Eq ¢ REC.

Behauptung: Es existiert eine Turingmaschine M, die Eq semi-entscheidet.

Beweis: Sei M eine Turingmaschine, die folgendes leistet:

e M simuliert M, und M,, auf allen moglichen Eingaben x € ¥*.

e Wenn x von M, und M,, akzeptiert wird, dann simuliere mit néchster
Eingabe aus X*. M soll nicht stoppen, wenn bereits fiir alle moglichen
Eingaben simuliert wurde.

e Wenn z.B. M, eine bestimmte Eingabe x akzeptiert, die M., nicht akzep-
tiert (oder umgekehrt), dann gilt: v#w € Eq, also soll M akzeptieren.

M semi-entscheidet also Eq, d.h. Eq € RE. O

Wenn nun Eq € RE, dann muss Eq ¢ RE, weil sonst nach Satz 4.4 (Kobler-Skript)
Eq € REC gelten wiirde, was ein Widerspruch zur Reduktion H < Eq darstellt (siehe
oben). Also gilt die zu zeigende Behauptung nicht.
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INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 6. NOVEMBER 2002
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4. Serie

Abgabe bis zum 13. November 2002

Aufgabe 13 [10 Punkte]

Sei ¥ ein durch < geordnetes Alphabet. Die lexikographische Ordnung auf ¥* ist
danndurchz <y : & ol <yl oder L

|z| = |y|, 1+ @iy = Y1+ yim und z; < y; fiir ein @ < |z
gegeben. Eine Menge A C ¥* heifit in lezikographischer Ordnung rekursiv aufzihl-
bar, falls A = () oder falls es eine berechenbare Funktion f : 3* — X* mit Wertebe-
reich A gibt, so daB f(z) < f(y), falls z < y. Zeigen Sie:

A ist genau dann in lexikographischer Ordnung rekursiv aufzéhlbar, wenn A ent-
scheidbar ist.

Hinweis fiir eine Richtung: Betrachten Sie den Beweis fiir ,iv) = v)“ des Satzes
1.1 der Vorlesung.

Aufgabe 14 [5+5 Punkte]

a) In der Vorlesung wurde HKMPKP gezeigt (Satz 2.5). Wie muss der Beweis mo-
difiziert werden, um L < MPKP zu zeigen, wobei L = L(M) und M eine 1-DTM
seien?

b) Gegeben ist die TM T = ({s, z},{0,1},{0,1,0},4, s, {z}) mit

d=A{(s,0) = (s,1,R), (s,1)—(s,0,R), (s,0)— (2,0,N)}.

Geben Sie die Kopier-, Uberfithrungs-, Losch- und Abschlussregeln aus Threr Losung
zu a) an. Geben Sie aufilerdem die Startregel zur Eingabe w = 011010 an.

Aufgabe 15 [44+4+44 Punkte]

Entscheiden Sie, ob die folgenden Worter zur Sprache PKP gehoren oder nicht. Be-
griinden Sie Thr Urteil.

aa a abab ab
a bababa ba a )

000 00

b) wz = ( 0 00000 )
aa aaa

c) wy = ( 0 aa )

Aufgabe 16 [8 Punkte]

Zeigen Sie: Die Sprache PKP auf einem einelementigen Alphabet ist entscheidbar.

a) wy =
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Aufgabe 13

Zu zeigen: A in lexikografischer Reihenfolge rekursiv aufzihlbar < A entscheidbar.

Beweis von Richtung =

Voraussetzung:
A sei in lexikografischer Reihenfolge rekursiv aufzédhlbar.

Behauptung:
A ist entscheidbar.

Beweis:

Wenn A in lexikografischer Reihenfolge rekursiv aufzéhlbar ist, dann kann fiir jeweils
zwei verschiedene Worter x,y € A entschieden werden, ob a < b oder b < a. Da dies
jedoch laut Vorausetzung fiir alle Worter aus ¥* entschieden werden kann (da ¥ ein
durch < geordnetes Alphabet ist), ist die Funktion f:¥* — ¥* mit W; = A total, d.h.
fir alle z,y € X* definiert.

Es gibt also fiir alle 2 < y (x,y € ¥*) Funktionswerte, fiir die gilt f(x) < f(y) und
f(@), f(y) € A

1, falls z € ¥*

0, sonst

Dementsprechend ist x4(z) = { und damit A € REC.

Beweis von Richtung <

Voraussetzung:
A sei entscheidbar.

Behauptung:
A ist in lexikografischer Reihenfolge rekursiv aufzéhlbar.

Beweis:
Laut Kobler 4.2c¢ kann es sich bei A nicht um die leere Menge handeln, da diese nicht
entscheidbar ist.

Sei nun 7" eine Turingmaschine, die die Sprache A lexikographisch ordnet. Dazu zéhlt sie
zunéichst A auf dem 1. Band (getrennt durch O) auf. Dies ist moglich, da A entscheidbar
ist, d.h. fiir alle z € ¥* kann entschieden werden, ob der Fall z € A oder = ¢ A gilt.
Nun liest sie das erste Wort auf dem 1. Band ein und schreibt es auf das 3. Band.
Anschlieend geht sie wie folgt vor: Sie liest das néchste Wort auf dem 1. Band ein und

sucht auf dem 3. Band die Stelle, an der das gelesene Wort nach der Definition der lexi-
kografischen Ordnung einsortiert werden muss. Steht an dieser Stelle bereits ein anderes
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Wort, so wird dieses Wort auf das 2. Band kopiert, und durch durch das eingelesene
Wort ersetzt. Anschlielend wird das Wort auf dem 2. Band nach dem oben angegebenen
Verfahren einsortiert. Anschlieend wird das 2. Band geloscht.

Die Maschine stoppt, wenn alle Worter auf dem 1. Band auf dem 3. Band in lexikogra-
fischer Reihenfolge aufgezéhlt sind.

Anmerkung: Wir gehen bei der Turingmaschine T' davon aus, dass sie er-
kennt, wenn sie das letzte Wort auf dem 1. Band gelesen hat (beispiels-
weise wenn sie zwei O hintereinander gelesen hat). Des Weiteren soll sie
beim Einsortieralgorithmus verschieden lange Worte entsprechend verarbei-
ten konnen, d.h. auch ein kiirzeres durch ein langeres und umgekehrt erset-
zen konnen. Dies kann beispielsweise durch zeichenweises Kopieren auf dem
3. Band realisiert werden.

Also ist A in lexikografischer Reihenfolge rekursiv aufzéhlbar, wenn A € REC. a

Aufgabe 14

Teilaufgabe a

Sei L = L(M) mit M ist 1-DTM gegeben. Sei des Weiteren wy; die Godelzahl der
1-DTM M.

Behauptung:
L < MPKP

Beweis:

Die Reduktionsrelation < ist transitiv. Da H < MPKP bereits bewiesen worden ist
(Satz 2.5), geniigt also zu zeigen, dass gilt: L < H. Laut Definition der Reduzierung gilt:
x€ L(M) < f(r)e H.

reLM) & f(x)eH
& wyHre H
Also existiert eine Reduktion von L = L(M) auf H:

f(x) = wy#zx
wobei wie oben definiert wy; die Godelzahl der 1-DTM M ist. f ist berechenbar.

(L < H) A (H < MPKP) = L < MPKP O
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Teilaufgabe b

Da in Teilaufgabe a die Reduktion L. < MPKP gezeigt worden ist, kann nun analog zum
Beweis H < MPKP zu der gegebenen 1-DTM T' = ({s,2},{0,1},{0,1,0},6, s,{z}) die
Kopier-, Uberfithrungs-, Losch und Abschlussregeln, sowie die Startregel bei der Eingabe
w = 011010 angegeben werden.

Startregel
Fiir Startzustand s und Eingabe w = 011010:

I = $
y1 = $5011010%

Kopierregeln
Es gibt insgesamt 4 Kopierregeln:

I
— =
I
oo
I
&L &H

S
I

S
I

S
I

z=0
y=20

Uberfiihrungsregeln
Es gibt folgende Uberfiihrungsfunktionen:

;j f i(s) fiir die Uberfithrung (s, 0) — (s, 1, R)

r=sl .. . = .

y = 0s fiir die Uberfithrung (s,1) — (s,0, R)
v =58 fiir die Uberfithrung (s, 0) +— (2,0, N)
y — ZD$ g ) ) )

Loschregeln
Es gibt 8 Loschregeln:

z=0z =20 z=12 z=21 z=0z =20 =%z z=2:%

Abschlussregel
Es gibt die Abschlussregel

S
I
#
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Aufgabe 15

Teilaufgabe a

Gegeben: wy = < aa a abab ab )

a bababa ba a

Das Wort wy gehort zur Sprache PKP. Es hat eine Losung (4,3,3,2). Es gilt:

r4x323T9 = abababababa = y4y3ys3ys

Teilaufgabe b

000 00
Gegeben: wy = < 0 00000 )

Das Wort wy gehort zur Sprache PKP. Es hat eine Losung (1,2,1,1,2). Es gilt:

L1112 = 0000000000000 = Y1Y2Y1Yi1Yy2

woy gehort sogar zur Sprache MPKP.

Teilaufgabe c

Gegeben: w3 = < aa aaq >
a aa

Das Wort w3 gehort nicht zur Sprache PKP, da es keine Losung gibt: Jede der beiden
Regeln sorgt bei der z-Folge fiir einen Vorsprung von einem a, der nicht aufgeholt werden
kann.

Aufgabe 16
Behauptung:
Die Sprache PKP auf einem einelementigem Alphabet ist entscheidbar.
Beweis:
.. r1T To9 - Tk . . .
Bei einem Wort der Form ( vy Y auf einem einelementigem Alphabet
L oys e g

unterscheiden sich die einzelnen Regeln nur durch die Anzahl der Zeichen in der z-Folge
und der y-Folge.

Bei der Suche einer Losung fiir ein Problem ist jedoch nur die Differenz der der Anzahl

der Zeichen der z- und y-Folge interessant. So kann jeder Regel diese Differenz zugeordnet
werden. Es gibt also eine Abbildung von den einzelnen Regeln auf die ganzen Zahlen:

f (i, 9i)) = [il = il
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Die Funktionswerte geben dabei den Vorsprung an, den die z-Folge nach Ausfithrung
der jeweiligen Regel auf- (fiir |x;| — |y;| > 0) bzw. abbaut (fiir |z;| — |y;| < 0).

Um zu entscheiden, ob ein Wort zum PKP auf einem einelementigen Alphabet gehort,
muss also iiberpriift werden, ob es eine Summe von Funktionswerten (oder einen einzigen
Funktionswert) gibt, die Null ergibt, d.h. die - und y-Folge sind gleich lang und durch
das einelementige Alphabet auch gleich.

Nun gibt es folgende Mdoglichkeiten:

1. Alle Funktionswerte sind positiv. Es gibt also keine Losung, da die z-Folge stets
einen Vorsprung hat, der nicht aufgeholt werden kann.

2. Alle Funktionswerte sind negativ. Analog gibt es wieder keine Losung, da nun die
y-Folge einen uneinholbaren Vorsprung hat.

3. Es gibt eine Regel a mit dem Funktionswert f(a) = 0, d.h. eine Losung ergibt sich
aus eben dieser Regel a.

4. Es gibt negative und positive Funktionswerte also beispielsweise f(a) < 0 und
f(b) > 0. Dann fiihrt die f(b)-fache Wiederholung der Regel a, gefolgt von der
| f(a)|-fachen Wiederholung der Regel b zu einer Losung, da der Vorsprung der y-
Folge, der zunéchst aufgebaut wird, durch die Ausfithrung der b-Regeln aufgeholt
wird und es gilt: f(b)-a+|f(a)|-b=0.

Es gibt also nur vier Moglichkeiten, die zu iiberpriifen sind, d.h. es kann ein endlicher
Algorithmus definiert werden, der jede Moglichkeit untersucht.

Dafiir berechnet eine Turingmaschine von allen Regeln a1, aq, . .., a, alle moglichen Funk-
tionswerte (endlich viele) und iiberpriift, ob anhand der beschriebenen Moglichkeiten
eine Losunge gefunden werden kann. Sie stoppt dabei in jedem Fall, ndmlich entweder,
wenn ein Fall mit Losung gefunden wurde (erfolgreich), oder wenn alle Moglichkeiten
iiberpriift worden sind und kein Losungsfall gefunden wurde (erfolglos).

Demnach ist die Sprache PKP auf einem einelementigen Alphabet entscheidbar. O

Anmerkung: Das Wort w9 aus Aufgabe 15b entspricht der 3. beschriebenen Moglichkeit
(f((000,0)) = 2 > 0, f((00,00000)) = —3 < 0) und das Wort w3 auf Aufgabe 15¢
entspricht der 4. beschriebenen Méglichkeit (f ((aa,a)) =1 >0, f((aaa,aa)) =1 > 0).
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Aufgabe 17 [3+3+4 Punkte]
Sei G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) eine Grammatik mit P:

S — aB,bA
A — a,aS,bAA
B — b,bS,aBB.

Geben Sie fiir das Wort aaabbabbba

a) eine Linksableitung, d.h. eine Ableitung, bei der jeweils das am weitesten links
stehende Nichtterminalsymbol in einer Satzform ersetzt wird, und

b) eine Rechtsableitung, d.h. eine Ableitung, bei der jeweils das am weitesten
rechts stehende Nichtterminalsymbol in einer Satzform ersetzt wird, an.

c¢) Ist die angegebene Grammatik mehrdeutig, d.h gibt es ein Wort w € L(G),
fiir das mindestens zwei verschiedene Linksableitungen existieren?

Aufgabe 18 [54+5 Punkte]

Entscheiden Sie zu den folgenden Grammatiken, von welchem Typ (héchstmoglich)
sie sind und welche Sprache sie erzeugen. Begriinden Sie Ihre Antwort.

a) G = ({A7S}7{(7)) [,}},PTS) mit P:

S —¢,(5), 4,58
A= (SA(S

b) G = ({S,A,B,C},{0,1}, P, S) mit P:

S —0,1A

A —1B,0C
B —¢,1A,0B
C — 1C,0A
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Aufgabe 19 [446 Punkte]

Die Palindrome iiber einem Alphabet ¥ sind definiert durch:
e und a mit a € ¥ sind Palindrome.
Ist w ein Palindrom, dann auch awa mit a € X.

a) Erstellen Sie eine Grammatik G, die alle Palindrome iiber ¥ = {a, b, ¢} erzeugt.

b) Beweisen Sie, dass L(G) die Menge aller Palindrome iiber {a, b, c} ist.

Aufgabe 20 [24+242+4+4 Punkte]

Sei G = ({S},{a,b}, P,S) eine Grammatik mit P : S — aSb,bSa,SS,e. Zeigen
Sie, dass

a) abab zu L(G) gehort

b) fiir jedes w € ¥* gilt: wenn w € L(G), dann sind auch awb, bwa € L(G),
¢) fiir alle w, w' € X* gilt: wenn w,w’ € L(G), dann ist auch ww’ € L(G),
)

d) L(G) die Menge aller Worter ist, die die gleiche Anzahl von a’s und b’s ent-
halten.
Hinweis zur Riickrichtung: Induktion iiber die Wortlinge; Teile b) und c)
verwenden.
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Aufgabe 17

Teilaufgabe a
Das Wort aaabbabbba kann wie folgt durch Linksableitung erzeugt werden:

S = aB

aaBB
aaaBBB
aaabSBB
aaabbABB
aaabba BB
aaabbabB
aaabbabbsS
aaabbabbb A
aaabbabbba

4

A 2

Teilaufgabe b

Das Wort aaabbabbba kann wie folgt durch Rechtsableitung erzeugt werden:

S = aB

aaBB
aaBaBB
aaBaBbS
aaBaBbbA
aaBaBbba
aaBabbba
aaaB Babbba
aaaBbabbba
aaabbabbba

4

T 2 R

Teilaufgabe c

Das Wort aaabbabbba kann — alternativ zu Teilaufgabe a — wie folgt durch Linksableitung
erzeugt werden:
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aB

aaBB
aaaBBB
aaabBB
aaabbSB
aaabba BB
aaabbabB
aaabbabbsS
aaabbabbbA
aaabbabbba

N A O

Die gegebene Grammatik ist also mehrdeutig.

Aufgabe 18

Teilaufgabe a:

Die gegebene Grammatik Gy ist vom Typ 0, da sie die Regel S — ¢ enthélt und somit
von der e-Sonderregel gebraucht machen miisste, um von héherem Typ zu sein. Aller-
dings steht das Startsymbol S auch auf der rechten Seite der Regeln.

Die von der Grammatik G beschriebene Sprache L(G1) beschreibt die Sprache alle
Klammerausdriicke, die wie folgt charakterisiert ist:

e Jedes nicht-leere Wort aus L(G7) beginnt mit (.
e Das Terminalzeichen | kommt in L(G1) nicht vor.

e Sobald die A-Regel benutzt wird, ist die Anzahl der (-Klammern gréfler als die
Anzahl der )-Klammern. Wenn nur die S-Regel benutzt wird, ist die Anzahl der
offnenden (-Klammern gleich der Anzahl der schlieBenden )-Klammern.

Teilaufgabe b:
Die gegebene Grammatik Go ist vom Typ 3, da fiir alle Regeln v — v gilt:
ueV ={S,A4,B,C} undv € XV UX U {e} mit ¥ = {0, 1}.

Die von der Grammatik Gy beschriebene Sprache L(G2) beschreibt alle Binérzahlen, die
ohne Rest durch 3 teilbar sind.
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S = 0

S =* 11 (310)

S =* 110 (610)
S =* 1001 (910)
S =* 1100 (1210)
S =* 1111 (155)
S =* 10010 (181)
S =* 10101 (21y0)
S =% 11000 (241)

Es ist nicht moglich, andere Kombinationen von Nullen und Einsen abzuleiten, die als
Binérzahl dargestellt nicht durch drei teilbar sind.

Aufgabe 19

Teilaufgabe a:
Die Grammatik G = ({S},{a,b,c}, P,S) mit P:

S — €
S — a,bc
S — aSa,bSb,cSc

erzeugt alle Palindrome iiber ¥ = {a, b, c}.

Teilaufgabe b:

Behauptung:
x € L(G) & x ist Palindrom iiber ¥ = {a, b, ¢}

Beweis:
Richtung ,,=“:

Voraussetzung: = € L(G)
Behauptung: x ist Palindrom iiber ¥ = {a, b, ¢}

Beweis:
durch Induktion iiber die Wortlédnge n = |z|:
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Induktionsanfang (n =0, n = 1):

Das leere Wort = ¢ mit |z| = 0 kann nur durch einmaliges Anwenden der
Regel S — € aus G abgeleitet werden, da dies die einzige Regel ist, die ¢
enthélt. Es ist per Definition ein Palindrom.

Alle Worte der Lénge 1, also a, b und c fiir das Alphabet {a, b, ¢} konnen
nur durch einmaliges Anwenden der Regeln S — a,b,c aus G abgeleitet
werden, da alle anderen Regeln entweder die Zeichenkette verldngern oder
auf das leere Wort ¢ ableiten. Alle Worte der Lénge 1 iiber einem Alphabet
Y, also in diesem Fall a, b und ¢ sind per Definition Palindrome.

Induktionsschritt (n — n + 1):

Sei z € L(G) mit |z| > 1. Das Wort z besteht also ausschliellich aus Ter-
minalsymbolen und ist ldnger als ein Zeichen. Da die Regeln S — ¢ und
S — a,b,c keine Worte y mit |y| > 1 erzeugen kénnen, muss bei der Ab-
leitung von z mindestens eine der Regeln S — aSa, bSb, cSc angewedendet
worden sein, da nur sie eine Verldngerung der Ableitung zulassen.

Die Anwendung der Regeln S — aSa,bSb,cSc erhalten den Charakter
eines Palindromes, da sie den gleichen Buchstaben an eine Zeichenfolge, in
deren Mitte die Variable S steht, anhédngt. Da Wort z kann nur ein Palindrom
sein, wenn aus der Variable S letztlich ein Palindrom abgeleitet werden kann.
Dies ist im Induktionsanfang bewiesen worden.

Also ist jedes Wort x € L(G) ein Palindrom iiber ¥ = {a, b, c}.

Beweis:
Richtung ,,<“:

Voraussetzung: x ist Palindrom iiber ¥ = {a, b, ¢}
Behauptung: = € L(G)
Beweis (iiber die Definition der Palindrome):
Palindrome iiber ¥ = {a, b, ¢} sind wie folgt definiert:
1. Das leere Wort ¢ ist ein Palindrom.
2. Die einelementigen Worte a, b und ¢ sind Palindrome.
3. Ist w ein Palindrom iiber ¥ = {a, b, c}, so auch awa, bwb und cwe.
e zu 1.: Das leere Wort € kann mit der Regel S — & abgeleitet werden:
e € L(G).
e zu 2.: Die einelementigen Worte a, b und ¢ kénnen mittels der Regeln
S —a, S — bund S — c abgeleitet werden: a,b,c € L(G).

e zu 3.: Sei w ein Palindrom, das wie in 1. und 2. beschrieben aus dem
Startsymbol S abgeleitet werden kann. Wendet man vor dieser Ablei-
tung die Regeln S — aSa, S — bSbh, oder S — ¢Sc an, so ist letztlich
auch awa, bwb bzw. cwc ein Palindrom.
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Es gibt keine weiteren Ableitungsregeln, also kénnen keine anderen Worte
durch die Grammatik G beschrieben werden. Also gilt:

Alle Palindrome iiber ¥ = {a,b,c} = (und nur diese) kénnen durch die Grammatik G
erzeugt werden, d.h. x € L(G) < z ist Palindrom iiber £ = {a,b, ¢} O

Aufgabe 20

Teilaufgabe a

Das Wort abab gehort zur Sprache L(G), da es sich wie folgt aus dem Startsymbol S
ableiten l&sst:

S = 55 = aSbS = abS = abaSb = abab

Teilaufgabe b

Voraussetzung:

w € L(G)

Behauptung:
awb, bwa € L(G)

Beweis:
Wenn w zur Sprache L(G) gehort, bedeutet dies, dass sich w durch k& Ableitungsschritte
aus dem Startsymbol S ableiten lisst: w € L(G) <= S =* w, (k € N)

Da S — aSb € P kann awb wie folgt aus dem Startsymbol abgeleitet werden:

S = aSbh =" awb

Auflerdem gilt: S — bSa € P, sodass bwa folgendermaflen aus dem Startsymbol S
abgeleitet werden kann:

S = bSa =" bwa

Teilaufgabe c

Voraussetzung:
w,w € L(G)

Behauptung:
ww' € L(G)
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Beweis:

Wenn w und w’ zur Sprache L(G) gehoren, bedeutet dies, dass sich w’ und w’ durch k
bzw. I Ableitungsschritte aus dem Startsymbol S ableiten lassen: w € L(G) <= S =F w
bzw. w' € L(G) <= S =!w (k,l € N)

Da S — SS € P kann ww' wie folgt aus dem Startsymbol abgeleitet werden:

S =SS =Fws =!ww

Teilaufgabe d

Behauptung:
x € L(G) < z hat die gleiche Anzahl von a’s und b’s

Beweis:
Richtung ,,=*:

Voraussetzung: x € L(G)
Behauptung: « hat die gleiche Anzahl von a’s und b’s

Beweis:
durch Induktion iiber die Wortlédnge n = |z|:

Induktionsanfang (0 <n < 2):
Das Wort der Lénge 0, ndmlich das leere Wort £ kann mittels der Regel

S — ¢ abgeleitet werden. Es hat per Definition die gleiche Anzahl von a’s
und b’s.

Aus der Grammatik G lassen sich keine Worte der Lénge 1 (oder einer
sonstigen ungeraden Lénge) ableiten, da die einzigen Regeln, in denen auf
der rechten Seite Terminale vorkommen (S — aSb und S — bSa) die Satz-
form um zwei Zeichen (bzw. die Regel S — ¢ um kein Zeichen) verldngern.

Die Worte ab und ba (durch die Ableitungen S = aSb = ab bzw. S =
bSa = ba) sind die einzigen Worte mit 2 Zeichen, die aus S ableitbar sind.

Sie sind ebenfalls per Defintion Worte mit der gleichen Anzahl von a’s und
b’s.

Induktionsvoraussetzung:
Fiir alle Worter v mit |[v| < n und n gerade gilt: v € L(G) und v hat die
gleiche Anzahl von a’s und b’s.

Induktionsschritt (n — n + 2):
Sei v ein Wort, das der Induktionsvoraussetzung geniigt, und somit aus der
Sprache L(G) ist und die gleiche Anzahl von a’s und b’s hat. Da v € L(G)
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ist, ldsst es sich aus dem Startsymbol ableiten (S =* v). S ist die einzige
Variable in G und kommt in den Regeln S — aSb, S — bSaund S — 5SS vor.

Analog zu Teilaufgabe b kann nun zun#chst eine der ersten beiden Regeln
S — aSb (bzw. S — bSa) angewendet werden, bevor aus aSb (bzw. bSa) avb
(bzw. bva) abgeleitet wird. Da v laut Induktionsvoraussetzung die gleiche
Anzahl von a’s und b’s hat, hat auch avb (bzw. bva) die gleiche Anzahl von
a’s und b’s.

Seien nun v,v’ Worte, die der Induktionsvoraussetzung geniigen, und so-
mit aus der Sprache L(G) sind und jeweils die gleiche Anzahl von a’s und b’s
haben.

Analog zu Teilaufgabe ¢ kann nun zunéchst die Regeln S — SS angewen-
det werden, bevor mit SS = vS = v’ bzw. SS = V'S = v'v angewenden
werden. Da laut Induktionsvoraussetzung v und v’ die gleiche Anzahl von a’s
und b’s haben, haben auch die Worte vv’ und v'v die gleiche Anzahl von a’s
und b’s.

Damit sind alle Regeln aus P beschrieben worden.

Beweis:
Richtung ,,<“:

Voraussetzung: x hat die gleiche Anzahl von a’s und b’s
Behauptung: = € L(G)

Beweis:
durch Induktion iiber die Wortlédnge n = |z|:

Induktionsanfang (0 <n < 2):

Das Wort mit der Lange 0, ndmlich das leere Wort ¢ ist ein Wort mit der
gleichen Anzahl von a’s und b’s. Es kann mittels der Regel S — ¢ abgeleitet
werden.

Ein Wort der Lénge 1 (oder einer sonstigen ungeraden Linge) iiber dem
Alphabet {a,b} kann per Definition nicht die gleiche Anzahl von a’s und b’s
haben.

Die einzigen Worte der Lénge 2, die gleiche Anzahl von a’s und b’s haben,
sind ab und ba. Sie kénnen wie folgt abgeleitet werden:

S — aSb — ab bzw. S — bSa — ba.

Induktionsvoraussetzung:
Fiir alle Worter v mit |v| < n und n gerade gilt: v hat die gleiche Anzahl von
a’s und b’s und gehort zur Sprache L(G).
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Induktionsschritt (n — n + 2):

Sei v ein Wort, das der Induktionsvoraussetzung gentigt, und somit die glei-
che Anzahl von a’s und b’s und v € L(G). Dann haben auch die Worte avb
und bva die gleiche Anzahl von a’s und b’s.

In Teilaufgabe b wurde gezeigt, dass fiir jedes Wort w € »* gilt: wenn
w € L(G), dann sind auch awb,bwa € L(G). Da v € L(G) gilt auch
avb,bva € L(G).

Seien des Weiteren v, v’ Worte, die der Induktionsvoraussetzung geniigen,
und somit jeweils die gleiche Anzahl von a’s und b’s und v € L(G). Dann hat
auch das Wort vv’ die gleiche Anzahl von a’s und b’s.

In Teilaufgabe ¢ wurde gezeigt, dass fiir jedes Wort w,w’ € ¥* gilt: wenn
w,w’ € L(G), dann ist auch ww' € L(G). Da v,v" € L(G) gilt auch vv' €
L(G).

Also gilt: # € L(G) < x hat die gleiche Anzahl von a’s und b’s
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INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 20. NOVEMBER 2002
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1
6. Serie

Abgabe bis zum 27. November 2002

Aufgabe 21 [9 Punkte]

Erstellen Sie eine Grammatik G iiber dem Alphabet ¥ = {0,1} mit hochstens 2
Variablen, die genau die Worter erzeugt, die der folgende LBA akzeptiert:

M = ({q,rs,t},%.T,6,¢,{s}) mit &' =2 U{0,1}, T =>' U {O}

und der Uberfithrungsfunktion:

1 1
(r7 07 R) (57 17N> (t707 N) (5717N)
t,1,N

Beweisen Sie die Korrektheit Threr Konstruktion.

Aufgabe 22 [10 Punkte]

Nach Satz 3.1 der Vorlesung kann aus der Grammatik G = ({S},{0,1}, P, S) mit
den Regeln P = {S — 0,1,050,151} ein LBA konstruiert werden, der genau die
Worter akzeptiert, die von G erzeugt werden.

Geben Sie fiir die Eingabe 0110110 eine akzeptierende Konfigurationsfolge dieser
Maschine an. Erldutern Sie dabei ihre Funktionsweise.

Aufgabe 23 [24+2+2+3 Punkte]
Fiir zwei nichtleere Sprachen A und B sei die markierte Vereinigung A® B definiert
durch

A@B={0z |z e A}U{lz |z € B}
Zeigen Sie:
a) A<A®Bund B< A® B.
b) A Be REC & Ac RECAB e REC
c) A®BeRE & AcREANB e RE
)

d) Fiir alle Sprachen C' gilt: A@ B<C & A<CAB<C.
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Aufgabe 24 [44+4+44 Punkte]

Definition: Einen Graphen, den man dadurch erhilt, dass man zu einem Pfad von
@ nach y noch die Kante {y,z} hinzunimmt, nennt man Kreis. Dabei muss der
z-y-Pfad mindestens drei Knoten beinhalten.

Zeigen Sie, dass fiir jeden Baum 7" mit n > 2 Knoten gilt:
a) T enthilt keinen Kreis,
b) T besitzt mindestens zwei Knoten vom Grad 1, Hinweis: a) verwenden

¢) T besitzt genau n — 1 Kanten. Hinweis: Induktion
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Aufgabe 21

Aus M kann folgende Grammatik erstellt werden:
G = ({S,A},{0,1}, P, S) mit den Regeln P = (S — 1A4,005,00; A — 0A,1A4,¢).

Beweis

e M startet im Zustand ¢ und geht bei einer gelesenen 1 (bzw. 1, wenn das Bandende
erreicht ist) in den einzigen akzeptierten Endzustand s iiber.

e Liest M hingegen eine 0 am Bandende (also ﬁ) in Zustand g, geht M in den nicht
akzeptierenden Zustand ¢ iiber.

e Bei einer gelesenen 0, die nicht am Bandende steht, geht M von ¢ nach r {iber.
Wird nun in r wieder eine 0 gelesen, geht M wieder in ¢ iiber.

e Bei einer 0 am Bandende (0) geht M hingegen von 7 in den Endzustand s iiber.

e Liest M hingegen eine 1 (oder 1 am Bandende) in Zustand r, geht M in den nicht
akzeptierenden Zustand ¢ iiber.

Um vom Startzustand ¢ in den akzeptierten Zustand s zu gelangen, bleiben also folgende
Moglichkeiten:

1. M liest in ¢ ein Wort, das mit 1 beginnt. Dabei ist es irrelevant, ob die Eins das
einzige Zeichen der Eingabe ist, da M in den akzeptierten Endzustand s iibergeht
ohne die weiteren Zeichen zu lesen.

2. M liest eine gerade Anzahl von Nullen (und pendelt so zwischen ¢ und r)

3. M liest eine gerade Anzahl von Nullen, gefolgt von einer Eins. Auch dabei ist es
irrelevant, ob die Eins das letzte Zeichen der Eingabe ist, da M in den akzeptierten
Endzustand s {ibergeht ohne die weiteren Zeichen zu lesen.

Da ¢ der Startzustand von M ist, ist im folgenden S das Startsymbol der Grammatik
G.

e Aus 1. folgen die Regeln S — 1A und A — ¢ (fiir die Eingabe z = 1), bzw.
A — 1A,0A (fir alle anderen Eingaben, die mit 1 beginnen).

e Aus 2. folgt die Regel S — 00S. Zusammen mit der Regel S — 00 kénnen so Worte
erzeugt werden, die aus einer gerade Anzahl von Nullen bestehen.

e Aus 3. folgt die Regel S — 00S (aus 2.) (beliebig oft wiederholt), gefolgt von der
Regel S — 1A (aus 1.) mit den anderen Regeln fiir die Variable A (aus 1.).

52



Aufgabe 22

Sei M ein LBA mit M = ({q,7,s,t,u,v,w,x,y,2},%",T,0,q,{z}) mit ¥ ={0,1}, ¥/ =
Y U{0,1,0,1} und I' = ¥’ U {0}, sowie der Uberfiihrungsfunktion § wie folgt:

5(z,a) | a=0 1 0 1 0 1
q| (r,0,R) | (s,1,R) | (2,0,N) | (2,1,N)
r| (t,0,R) | (t,1,R)
s | (u,0,R) | (u,1,R)
t| (r,0,R) | (r,1,R) | (v,0,L)
u| (s,0,R) | (s,1,R) (w,0,L)
v | (z,0,L) | (z,1,L)
w | (y,0,L) | (y,1,L)
x| (z,0,L) | (x,1,L) (¢,0,R)
y| (0,L) | (y,1,L) (¢, 0, R)

Arbeitsweise
Vor der Rechnung hat die Eingabe auf dem Band des LBA die folgende Form:

112 ... Tp(z € X)

e Verhalten des LBA falls die Eingabe w aus G abgeleitet werden kann:

Falls die Eingabe im Zustand ¢ nur ein Zeichen enthélt (Zeichen hat einen Hut),
akzeptiert der Automat die Eingabe. (S — 0, S — 1)

Falls die Eingabe linger ist, wird das erste Zeichen mit dem Uberstrich markiert
(¢). Danach bewegt sich der Kopf bis zum letzten Zeichen der Eingabe, dass mit
einem Hut markiert ist. (Zusténde r, ¢, wenn erstes Zeichen 0 und s, u fiir 1) Es
werden zwei Zustédnde benétigt, um zu testen, ob das Eingabewort eine ungerade
Anzahl von Zeichen hat (wie in der Grammatik gefordert). Nun wird das letzte
Zeichen geldscht, bzw. mit einem Blank iiberschrieben.

Anschliefend wird das ehemals vorletzte Zeichen mit dem Hut markiert, da es nach
dem Loschen das letzte Zeichen ist, und der Kopf bewegt sich zum ersten Zeichen
der Eingabe zuriick und l6scht dieses und der Kopf bewegt sich ein Zeichen nach
rechts (Zusténde t, v fiir 0 und w, w fiir 1). Danach zuriick zum Zustand q.

Dieses Prinzip setzt die Regeln S — 050,5 — 151 um, da jeweils die beiden
duBersten Nullen oder Einsen geloscht werden, und danach das innere S mit den
gleichen Regeln bearbeitet wird, bis das S nur noch aus einem Element besteht.
Dann geht die Maschine in den akzeptierenden Zustand z.

e Verhalten des LBA falls die Eingabe w nicht aus G abgeleitet werden kann:
Es gibt mehrere Moglichkeiten der falschen Eingabe:
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— Das Eingabewort hat eine gerade Anzahl von Zeichen:
Das leere Wort ¢ wird im Startzustand g nicht akzeptiert. Eine Eingabe mit
einer geraden Anzahl von Zeichen (n = 2,4,6...) kann nicht akzeptiert wer-
den, da r und s fiir das jeweils letzte Zeichen (ein Zeichen mit Hut) des Wortes
nicht definiert sind.

— Das Wort endet nicht mit den selben Zeichen:

Das einelementige Wort mit w = 0 oder w = 1 wird im Startzustand ¢ akzep-
tiert. Falls nun das Wort nicht mit den selben Zeichen endet, wird das Wort
nicht von der Maschine akzeptiert, da es zwei Schleifen fiir das Durchlaufen
des Wortes gibt. Die eine erwartet eine 0 am Ende des Wortes, falls das erste
Zeichen eine 0 war, die andere Schleife funktioniert analog wie die der Eins.
Falls die Eingabe nun nicht dieser Form entspricht, wird die Maschine keinen
akzeptierenden Zustand erreichen.

Also akzeptiert der LBA Worte, die mit Hilfe der Grammatik G gebildet werden kénnen
und nichts anderes.

Konfigurationsfolge fiir die Eingabe w=0110110

¢0110110 F 0r110110 + 01¢10110 + 01170110 F 0110¢110 + 01101710 F 0110110 +
01101010 + 01102110 01120110 + 01210110 F 02110110 F 20110110 + Og110110 +
01510110 + 01140110 + 0110s110 + O1101wi0 + D110wl0O0 + D11y0i00 -
D1y10100 F Oy110100 + DOg10100 + 00150100 + 00106100 F 001w0000 +
00y10000 + 00040000 F 00020000

Nun ist die Maschine in einen akzeptierten Endzustand iibergegangen.

Aufgabe 23

Teilaufgabe a
Zu zeigen: A< AP Bbzw. B< AP B

A<A®Be3dfi:A—-AdB:xe€ A< fi(r) € A® B mit f; berechenbar, bzw.
B<A®B&3dfy:B—A®B:x € B<% fo(x) € A® B mit fy berechenbar.

Oz, wennx € A lx, wennzx € B

Sei fi(z) = { und fa(z) = {

T,  sonst T,  sonst

Die Reduktionen f; und fy sind berechenbar, da Turingmaschinen konstruiert werden

kann, die fi bzw. fo wie folgt berechnet:

Sei T eine 2-DTM, die f; wie folgt berechnet: T kopiert zunéchst die FEingabe x auf
das zweite Band und berechnet anschlieend die semi-charakteristische Funktion y4(x)
von A und — falls x4 #T — l6scht anschlieffend das 1. Band und iiberschreibt es mit einer
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0, gefolgt von der Eingabe x, die vom 2. Band kopiert wird. Falls ¢ A kommt T3 nie
zum Stopp.

Analog wird die Turingmaschine konstruiert, die fo berechnet (und eine 1 vor die Eingabe
x schreibt. ).

Teilaufgabe b
Zu zeigen: A Be REC= Ae RECAB e REC

Beweis (Richtung ,,=%):
Sei A® B € REC. Nach Teilaufgabe a) gilt: A< A® Bund B< A® B.

Weiterhin gilt nach Satz 4.10 (K&bler):
A<ADPBANAPBCcREC=ACcRECuUNd B ADBANADBcREC= BcREC

Beweis (Richtung ,,<=%):
Sei A € REC und B € REC.

Esgilt: A B<AUB & 3f: A®B > AUB:2€ A®B <& f(x) € AUB mit f
berechenbar.

. T3 ...Tn, wenn x € A® B
Sei f(x=x122...20) = .
c¢ AUB, sonst
f(x) ist durch eine Turingmaschine berechenbar, die zundchst mittels der charakteris-
tischen Funktion yagqp tiberpriift, ob die Eingabe x € A @& B, und wenn dies der Fall
ist, das erste Zeichen der Eingabe (welches die Markierung darstellt) 16scht und das so

entstandene Wort ausgibt.

Des Weiteren kann leicht gezeigt werden, dass gilt: A < AU B und B < AU B, da als
Reduktion die Identitét angegeben werden kann, da gilt: z € A < Id(z) € AU B bzw.
x € B & Id(z) € AU B. Die Identitit ist berechenbar.

Nach Teilaufgabe d) gilt: A@B<C< A<CAB<(C.DaA<AUBAB<AUB<%
Ao B<AUB.

Da laut Voraussetzung A € REC und B € REC, ist auch die Vereinigung AU B € REC,
da die Turingmaschine, die entscheiden soll, ob € AU B zunéchst iiberpriifen kann, ob

z € A und dann ob z € B.

Laut Satz 4.10 (Kobler) gilt nun: A@ B< AUBANAUBeREC=AGBecREC. O

Teilaufgabe c
Zuzeigen: A BeRES A REANB e RE
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Beweis (Richtung ,,=%):
Der Beweis wird analog zu Teilaufgabe b) gefiihrt:

Sei A® B € RE. Nach Teilaufgabe a) gilt: A< A® Bund B< A® B.

Weiterhin gilt nach Satz 4.10 (Kébler):
A<ASBANAGBERE=SACcREMABLADBANADGB € RE= BeRE

Beweis (Richtung ,,<%):
Der Beweis wird analog zu Teilaufgabe b) gefiihrt:

Sei A € RE und B € RE.

Esgilt: A B<AUB < 3f: A®dB - AUB:2€ A®B <& f(xr) € AUB mit f
berechenbar.

Sei f(z=x122...2) :{

Ty...T,, wennw € ADB

T, sonst ‘

f(x) ist durch eine Turingmaschine berechenbar, die zun#chst mittels der semi-charakteristischen
Funktion xagp tiberpriift, ob die Eingabe x € A @ B, und wenn dies der Fall ist, das

erste Zeichen der Eingabe (welches die Markierung darstellt) 16scht und das so entstan-
dene Wort ausgibt. Wenn = ¢ A @ B, so stoppt die Turingmaschine nie.

Des Weiteren kann leicht gezeigt werden, dass gilt: A < AU B und B < AU B, da als
Reduktion die Identitéit angegeben werden kann, da gilt: z € A < Id(z) € AU B bzw.
x € B & Id(z) € AU B. Die Identitit ist berechenbar.

Nach Teilaufgabe d) gilt: A@B<C«< A<CAB<C.DaA<AUBAB<AUB<%
A B<AUB.

Da laut Voraussetzung A € RE und B € RE, ist auch die Vereinigung AU B € RE,
da die Turingmaschine, die entscheiden soll, ob = € A U B parallel iiberpriifen kann, ob
z € A und ob x € B und stoppt, sobald einer der Fille erfolgreich ist, bzw. sonst nie
stoppt.

Laut Satz 4.10 (Kobler) gilt nun: A@ B<AUBANAUBeRE=A®BeRE. O

Teilaufgabe d
Zu zeigen: Fiir alle Sprachen C gilt: A B<(C& A<CAB<LC

Beweis (Richtung ,,=):
Sei Ao B<C,dh.3f:A®dB—-C:2€ A® B <& f(x) € C mit f berechenbar.

Nach Definition der markierten Vereinigung gilt: Vo € A : 30z € A ® B. Jedes Element
aus A ist also ,,mit Markierung® in A @ B enhalten. Auflerdem ist laut Voraussetzung
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A& B auf C reduzierbar.
Also kann A auf C wie folgt reduziert werden:
A<C&3If,:A—-C:xe A& fi(x) € C, wobei f; wie folgt definiert sei:

fulz) = f(x), fallsOxe A® B
= y ¢ C, sonst

Analog kann mit Hilfe der Reduzierung f : A @ B — C eine Reduzierung von B auf C
angegeben werden:

| f(x), fallslze Ao B
falr) = {y ¢ C, sonst

Da f laut Voraussetzung berechenbar ist, sind auch f; und fy berechenbar.

Beweis (Richtung ,,<%):

Sei A< Cund B <C, d.h.

dfi: A—-C:z2 € A< filex) eCund 3fy: B—> C: 2z € B <& folx) € C. f1,fo
berechenbar.

A @ B lasst sich mit Hilfe dieser Reduktionen auf C' reduzieren, da A ® B alle Elemente
aus A und B ,mit Markierung® enthélt:

filxg...xy), fallsx; =0Az9...2, € A
f3:A®B—C: fs(x=x122...2,) = { fo(va...2,), fallszy=1Ax9...2, €B
y ¢ C, sonst

Dabei wird fiir ein Wort aus A @ B entschieden, ob es urspriinglich aus A oder B ist
(anhand der Markierung, dem 1. Zeichen) und dementsprechend entweder f; oder f,
berechnet, die nach C' abbilden.

Da f1 und f5 laut Voraussetzung berechenbar sind, ist auch f3 berechenbar.
Aufgabe 24
Sei T Baum mit n > 2 Knoten.

Teilaufgabe a

Behauptung:
T enthalt keinen Kreis.
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Beweis:

Laut Definition des Baumes sind je zwei Knoten x und y genau durch einen Pfad ver-
bunden. Sind = und y benachbart, so enthélt dieser Pfad genau die Kante {x,y}. Es
kann sich bei diesem Pfad nicht um einen Kreis handeln, da er nur zwei Knoten enthélt
und dies ein Widerspruch zur Definition ist.

Seinen x und y also nicht benachbart. Da es sich bei T' um einen Baum handelt, sind also
z und y genau durch einen Pfad verbunden. Wenn dieser Pfad ein Kreis wire, so wiirde
er auch die Kante {y,z} enthalten. Dies steht allerdings im Widerspruch zu unserer
Forderung, dass x und y nicht benachbart sind. O

Teilaufgabe b und Teilaufgabe c

Behauptung:
T besitzt mindestens zwei Knoten vom Grad 1. T besitzt genau n — 1 Kanten.

Beweis (durch vollstindige Induktion iiber die Knotenanzahl n):

Induktionsanfang (n=2):

Wenn der Baum 75 genau zwei Knoten a und b besitzt, so sind diese durch die Kante
{a,b} verbunden und haben jeweils einen Nachbar, also den Grad 1. Des Weiteren stimmt
die Annahme, dass T» bei n = 2 Knoten n — 1 = 1 Kante (nédmlich {a,b}) enthilt.

Induktionsvoraussetzung:
Fiir alle Baume T}, mit n Knoten gilt: 7;, besitzt mindestens zwei Knoten vom Grad 1
und hat genau n — 1 Kanten.

Induktionsschritt (n — n + 1):

Sei T' ein Baum, der der Induktionsvoraussetzung geniigt, also mindestens zwei Knoten
vom Grad 1 und genau n — 1 Kanten hat.

Wenn nun der Knoten x zu T hinzugefiigt werden soll, so muss x durch genau eine
Kante mit einem beliebigen Knoten y von T verbunden werden, da sonst die Baum-
Charakteristik verletzt wiirde. Da x nur den Nachbar y hat, ist x vom Grad 1. Da T
bereits mindestens zwei Knoten vom Grad 1 hatte, hat T' nach dem Hinzufiigen von z
entweder einen Knoten mehr, der vom Grad 1 ist (falls |[I'(y)| > 1 war) oder die gleiche
Anzahl (falls |I'(y) = 1| war und nun |I'(y)| = 2, aber |I'(z) = 1]).

Des Weiteren hat 7' nach dem Hinzufiigen eine Kante mehr als vor dem Hinzufiigen, also
genau n Kanten bei n 4+ 1 Knoten. O
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Serie 7

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 27. NOVEMBER 2002
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik 11
7. Serie

Abgabe bis zum 4. Dezember 2002

Allgemeine Bemerkung: Fiir die Konstruktion eines endlichen Automaten geniigt
die Angabe eines Diagramms. Behauptungen iiber die erkannte Sprache miissen
bewiesen werden.

Aufgabe 25 [10 Punkte]
Konstruieren Sie zu einer gegebenen Turingmaschine M = (Z,%,T,4,¢, E) eine
Grammatik G mit L(G) = L(M). Erléutern Sie die Funktionen der Produktionsre-
geln. Zeigen Sie, dass die Grammatik im allgemeinen nicht vom Typ 1 ist.
Hinweis: vgl. den Beweis von Satz 3.1 der Vorlesung.
Aufgabe 26 [54+5 Punkte]
Konstruieren Sie

a) einen DFA, der diejenigen Binérzahlen erkennt, die bei Division durch 3 den

Rest 1 ergeben und aus einer geraden Anzahl von Zeichen bestehen.

b) einen NFA, der die Sprache
L= {u01>"0v | u,v € {0,1}*,n € N,n > 1} erkennt.

Aufgabe 27 [54+5 Punkte]
Konstruieren Sie
a) einen NFA mit maximal vier Zusténden, der die Sprache

L = {uzzv | u,v € {0,1}*,z € {0,1}} erkennt.

b) gemiB der Vorlesung einen DFA, der den in a) konstruierten NFA simuliert.

Aufgabe 28 [4+4+2 Punkte]

Seien My = (Z1,%,01,q1, E1) und My = (Z, %, 0a, q2, E) zwei DFAs.
Konstruieren Sie

a) einen DFA M, mit L (T[l) = L(M,),

b) einen DFA A’Ilz mit L (A/[12) =1L (AJ]) nL (A[Q)

Damit haben Sie gezeigt, dass die Menge der reguliéren Sprachen abgeschlossen ist
unter Schnittmengenbildung und Komplementbildung.

c¢) Seien A und B zwei reguldre Sprachen. Ist im allgemeinen auch A\ B regular?
Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 25

Sei M = (Z,%,1,6,q, FE) eine Turingmaschine. Daraus soll dhnlich zu Satz 3.1 aus der
Vorlesung eine Grammatik G gebildet werden mit G = (V, X, P,S) und L(G) = L(M).
Dabei sei V = {S,(c,a),((q,¢),a) | a,b € X, ¢,d € T',q € Z} und P mit folgenden
Regeln:

1. Startregeln
Das Nichtterminal A aus Satz 3.1 kann weggelassen werden, da bei Turingmaschi-
nen auch iiber die Eingabe hinweggelesen werden kann, und so Regeln fiir Zeichen
a (a € ¥) nicht benotigt werden. Stattdessen:

S — S(a,a),S(0,¢),((q0,a),a) (fiir a € ¥ und den Startzustand gy € Z)
Auflerdem S — ¢, falls ¢ € L(M).

Die Regel S — S(O,¢) ist notwendig, damit der durch die Eingabe benutzte Be-
reich verlassen werden kann, was bei einer Turingmaschine im Vergleich zu einem
LBA erlaubt ist.

2. Uberfiihrungsregeln
Entsprechen den Regeln des LBA aus Satz 3.1. Allerdings kann die TM M bei
verkiirzenden Produktionen den durch die Eingabe benutzten Bereich verlassen.

e keine Kopfbewegung;:

((g,¢),a) = (¢, ¢),a) (a € 5, ((¢,¢,N) € (g, ¢))
e Kopfbewegung nach rechts:

((g;0),a)(b,d) — (¢, a)((¢,b),d) (a,d € E, (¢, ¢, R) € 6(q,¢))
e Kopfbewegung nach links:

(d,b)((q,¢),a) — ((¢',d),b)(,a) (a,d € 5, (¢, ¢, L) € 6(q,¢))

3. Abschlussregeln
Auch die Abschlussregeln entsprechen denen des Satzes 3.1:

((¢;0),a) = a
(c,a) —a (a€X,qgeE)

Wie schon bei den Uberfithrungsregeln angesprochen, kann der durch die Eingabe be-
nutzte Bereich verlassen werden, falls es verkiirzende Regeln av — ( mit || > |3] gibt.

Dadurch ist die Grammatik G mit L(G) = L(M) nicht notwendigerweise vom Typ 0.

61



Aufgabe 26

Teilaufgabe a

DFA M = ({QO7 q1,92,43, 44, 45, 46, q7}7 {07 1}7 57 q0, {%})

Der Automat M akzeptiert nur Bindrzahlen mit einer geraden Anzahl von Zeichen, da
vom Startzustand g zum Zustand q; ein Ubergang, und von ¢; zum Endzustand gg eine
ungerade Anzahl von Ubergiingen benétigt wird. Eingaben mit fithrenden Nullen werden
verworfen (Ubergang in ¢r).

Da es keine zweistelligen Bindrzahlen gibt, die bei der Division durch 3 den Rest 1 erge-
ben, betrachten wird zunéchst vierstellige Zahlen. Beim Lesen einer solchen Bin&rzahl
gibt es zunéchst zwei Moglichkeiten zum Endzustand zu gelangen, ndmlich die Zahlen
1010 und 1101, die den Dezimalzahlen 10 und 13 entsprechen.

Betrachten wir zunéichst den Konfigurationsiibergang fiir die Zahl 1010: Beim Lesen der
ersten beiden Ziffern wird vom Startzustand gg iiber den Zustand ¢; in den Zustand
g2 lbergegangen. Dies entspricht der Dezimalzahl 2 mit 2 = 2 mod 3. Anschlielend
wird vom Zustand g5 iiber ¢4 in den Endzustand g¢g iibergegangen. Betrachtet man diese
beiden Ziffern seperat, ergibt sich wieder die Dezimalzahl 2 mit 2 = 2 mod 3. Addiert
man nun diese Reste bei der Division durch 3, ergibt sich 4 =1 mod 3.

Analog der Konfigurationsiibergang fiir die Zahl 1101: die ersten beiden Ziffern 11 (Uber—
gang von qq iiber ¢; nach ¢3) entspechen der Dezimalzahl 3 mit 0 = 3 mod 3. Die wei-
teren Ziffern 01 (Ubergang von g3 nach gg iiber gs) entsprechen der Dezimalzahl 1 mit
1 =1 mod 3. Addiert man wieder diese Reste der Division durch 3, ergibt sich 1 =1
mod 3.

Bei der Betrachtung der Funktionsiibergénge fiir lingere Bindrzahlen (mit der geraden
Ziffernzahl grofler als 4) fillt auf, dass zusétzlich zu dem oben beschriebenen Ubergang
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Schleifen zwischen zwei Zusténden durchlaufen werden, die eine gerade Anzahl von Nul-
len oder Einsen an die bis dorthin konstruierte Zahl anhéngen.

Das Anhéngen von zwei Nullen an eine Binérzahl entspricht im Dezimalsystem der Mul-
tiplikation mit 22 = 4. Diese Multiplikation &ndert nichts am Rest, der sich bei der
Division durch 3 ergibt. Analog entspricht das Anh&ngen zweier Einsen eine Multiplika-
tion mit 4, gefolgt von einer Addition mit 3, die ebenfalls nichts am Rest, der sich bei
der Division durch 3 ergibt, &ndert.

Teilaufgabe b

NFA N = ({q07QI7qQ7 g3, q4}7 {07 1}7 q0, {Q4})

0,1
N akzeptiert die Sprache L = {u01?"0v | u,v € {0,1}*,n € N,n > 1}:

Im Startzustand qp wird das Teilwort u, also eine beliebige Folge von Nullen und Einsen
erkannt. AnschlieBend muss eine 0 gelesen werden (Ubergang in ¢;). Es muss nun eine
1 gelesen werden (Ubergang in ¢2) und eine ungeraden Anzahl von Einsen (Pendeln
zwischen ¢z und ¢o). Dies beschreibt das Teilwort 12 (n € IN). Nun muss eine 0 gelesen
werden, um in den Endzustand g4 zu gelangen. Hier kann nun das letzte Teilwort v
(wieder eine beliebige Folge von Nullen und Einsen) erkannt werden.

Aufgabe 27

Teilaufgabe a
NFA N = ({q,u,v,w},{0,1}, ¢, {w}):
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N akzeptiert die Sprache L = {uzzv | u,v € {0,1}*,2 € {0,1}}:

Im Zustand ¢ wird das Teilwort u (also eine beliebige Folge von Einsen und Nullen)
erkannt. Anschlieflend wird abhingig vom gelesenen Zeichen in den Zustand u (bzw. v)
iibergegangen. Dort muss das gleiche Zeichen noch einmal gelesen werden, um in den
Endzustand w iiberzugehen. Anschlieend wird wieder eine beliebige Folge von Einsen
und Nullen erkannt.

Teilaufgabe b

Analog zur Vorlesung wird nun der NFA N aus Teilaufgabe a in einen DFA umgewandelt.
Dazu wird vom Startzustand ¢ aus eine Tiefensuche durchgefiihrt und jeweils zun#chst
der Fall fiir eine gelesen 0, und dann fiir eine gelesene 1 analysiert.

Nach Anwendung des Alogrithmus ergibt sich der DFA M mit L(M) = L(N) = L (nach
Satz 4.1):

Aufgabe 28

Teilaufgabe a

Der DFA M; mit L(M;) = L(Mi) sei wie folgt definiert: My = (Z1,%, 61, q1, Z1\FE1),
wobei M; genau dann ein Wort w akzeptiert, wenn M; in einem Endzustand stehen-
bleibt. Genau dann aber bleibt M; in einem Nicht-Endzustand stehen und akzeptiert w
nicht.

Jeder Zustand, der bei M; ein Endzustand war, ist bei M; kein Endzustand, und um-
gekehrt ist jeder Nicht-Endzustand von M; ein Endzustand bei M.

Fiir jedes Wort w, das von M akzeptiert wird, gilt also w ¢ L(M;) und fiir jedes Wort,
das von M nicht akzeptiert wird, gilt w € L(Mjy). Also gilt: L(M;) = L(M).
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Beispiel
Sei My = ({q,u,v},{a,b},0,q,{u}). L(M;) = {a}

Daraus folgt M1 = ({g,u, v}, {a,b},d,q,{q,v}). L(M1) = {a,b}*\{a}

Teilaufgabe b

Um zu zeigen, dass fiir zwei DFAs M7 und My ein DFA M5 existiert mit
L(Mi2) = L(M;) N L(Ms), werden die DE MORGAN’schen Formeln benutzt:

AUB=ANBund ANB=AUB

Da in Teilaufgabe a) gezeigt wurde, dass die reguldren Sprachen unter Komplementbil-
dung abgeschlossen sind, geniigt zu zeigen, dass die reguléren Sprachen auflerdem unter
der Vereinigung abgeschlossen sind:

IDFA Mj, : L(Mjy) = L(M;) U L(M3) € REG
Dazu wird aus den DFAs M; und M; zunéichst ein NFA N = (Z, %, 6, Qo, E) konstruiert:
o 7 = 71 U Zy die vereinigten Zustandsmengen von M; und M,

e 3 das Alphabet von M; und M

. 5(g.a) = 01(q,a), fallsqe Z;
7 d2(q,a), falls q € Z,

e Qo = {q1,q2} die Startzustinde von M; und M,
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e F, U E, die Endzustinde von M; und My

Der NFA N akzeptiert nun alle Worte, die M; oder M, akzeptieren. Da verlangt ist,
dass die Zustandsmengen disjunkt sind, finden keine Ubergéinge von Zustdnden aus Z;
zu Zustanden aus Zp (und umgekehrt) statt.

Nach Satz 4.1 aus der Vorlesung lésst sich aus dem NFA N ein DFA Mj, konstruieren,
fiir den gilt: L(M],) = L(N) = L(M;) U L(My).

Damit wurde gezeigt, dass die Menge der reguldren Sprachen unter Vereinigung und
Komplementbildung abgeschlossen ist.

Da M; und My DFAs sind, gilt: L(M;), L(M>) € REG, und insbesondere:

L(Ml) N L(MQ) = L(Ml) U L(MQ) € REG

Nach Satz 4.1 aus der Vorlesung gibt es zu dieser regulidren Sprache einen DFA Mo mit
L(Mi2) = L(My) N L(My). O

Teilaufgabe c
Voraussetzung: A, B € REG
Behauptung: A\B € REG

Beweis:

A\B = A\(AUB). In Teilaufgabe a) und b) wurde gezeigt, dass die Menge der reguliren
Sprachen unter Schnittmengenbildung, Vereinigung und Komplementbildung abgeschlos-
sen ist.

Daher ist insbesondere A\(AU B) € REG fir A, B € REG. Fiir den Sonderfall A = B
ef
gilt: A\B =0 '€ REG. 0
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Aufgabe 29 (8 Punkte]

Konstruieren Sie zu dem folgenden DFA M einen regulidren Ausdruck v mit L(y) =
L(M). Verwenden Sie dafiir das Verfahren aus der Vorlesung.

0
1,2 .0‘ 0,2

Aufgabe 30 [4+4+4 Punkte]
Entscheiden Sie, ob die folgenden Sprachen regulér sind. Begriinden Sie Ihr Urteil.

a) {a™) | n € N}
b) {z € {(,)}* |  stellt eine korrekte Klammerung dar, |z| > 0}

C) {a(n mod Z)bn ‘ ne N}

Aufgabe 31 [3+3+4 Punkte]

Beweisen Sie:
a) L={ad | j €N} ¢ REG

b) A = {a'bicF | i = 0V j = k} besitzt die Pumping-Zahl 1. Als Pumpingzahl
bezeichnet man die Zahl ! des Pumping-Lemmas (Satz 4.3 der Vorlesung).

c¢) A ist dennoch nicht reguldr. Hinweis: Aufgabe 28 verwenden.

Damit haben Sie gezeigt, dass die Umkehrung des Pumping-Lemmas nicht gilt.

Aufgabe 32 [4+6 Punkte]
Sei k : N — N eine Funktion.

a) Zeigen Sie: Wenn L = {a*™b* | n € N} eine regulire Sprache ist, ist &
beschrankt, d.h. kg € NVn € N: k(n) < k.

b) Gilt auch die Umkehrung der Aussage? Begriinden Sie Ihr Urteil.
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Aufgabe 29

Gesucht wird fiir den DFA M ein regulérer Ausdruck v mit L(y) = L(M).
Nummeriert man die Zustéinde a und b so durch, dass a = z; und b = z, gilt, so wird
der regulére Ausdruck Liz = 7%,2 gesucht, da E = {22} und z; = a der Startzustand ist.

Definitionen

o _ J{ald(p,a)=q} falls p # ¢
P {a | 6(p,a) = g} U{e} sonst

r+1 _ 717 r r+1 \x7r induktiv. .41 _ _p_p r+1 \x.r
Lyg =Ly ULly (L) Ly = Mg = Yoal Yort1 (1) Va1 g

[=0:
L(l),l ={L,2}u{e} = 7?,1 = (e1]2)
L(1),2 = {0} = ’7(1),2 =0
L(2),1 = {1} = ’78,1 =1
Ly, ={0,2}U{e} = ~3,=(|0]2)
I=1L 1 0 [0 (A0 0
T2 = 71,2‘71,1(’)’1,1)*’)’1,2 = (0)[([1[2)(e[1]2)*0
= (1]2)*0
Yoo =792091(1W1) M2 = (€]0[2)[1(<]1]2)*0
= (¢[0[2)[1(1]2)*0
=2

7%2 = ’711,2|’Y11,2(7§72)*7% 2

= (12)*0 (112)*0((£[0]2)[1(1[2)*0)* (¢]0[2)[1(1]2)*0
— (12)70(0[2/1(1[2)*0)*

Der gesuchte reguldre Ausdruck v mit L(vy) = L(M) ist also:

v = (112)70(02[1(1]2)*0)*

Aufgabe 30

Teilaufgabe a

Die Sprache ,
L={a")|neN}

ist nicht regulér: Angenommen doch, dann gibt es gem&fl Pumping-Lemma eine entspre-
chende Zahl [, sodass sich jedes Wort der Form a”g, n3 > 1, n € N zerlegen ldsst in uvw
mit den Eigenschaften

1. v#e¢
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2. Juv| <1
3. wvlw € LVi > 0

Wihle speziell x = a"”). Betrachte eine beliebige Zerlegung x = uvw, die die Bedingun-
gen 1, 2 und 3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1<l < |uw| <1
Mit Bedingung 3, ¢ = 2, gilt dann:
uv‘w € L
Andererseits gilt die Abschitzung:
B =lz| = luvw| < [uw| =B+ o] <B+1<PB+32+31+1=(1+1)3

Somit kann die Zahl |uv?w|, also die Anzahl der a’s, keine Kubikzahl sein, da sie echt
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kubikzahlen liegt. Somit gehort das Wort uwvw nicht
zu L. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, L sei regulér. Also ist gezeigt, dass L nicht
regulér ist.

Teilaufgabe b
Die Sprache

L={xe{(,)} | x stellt eine korrekte Klammerung dar, |x| < 0}

ist nicht reguldr. Angenommen doch, dann gibt es gem&fl Pumping-Lemma eine entspre-
chende Zahl [, sodass sich jedes Wort der Form z € L, |x| > [ zerlegen lisst in uvw mit
den Eigenschaften

l.v#e¢
2. Juv| <1
3. w'lw e LVYi >0

Wiihle speziell = (*)!. Betrachte eine beliebige Zerlegung z = uvw, die die Bedingungen
1, 2 und 3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1<l < |uw| <1
Also ist v = (4 (1 < j <), besteht also aus mindestens einer dffnenden Klammer. Fiir
i = 2 gilt dann:
w*w € L
Offensichtlich ist dies jedoch nicht der Fall, da das Wort mehr 6ffnende als schlielende
Klammern hat, somit keine korrekte Klammerung darstellt und per Definition nicht zu

L gehort. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, L sei regulér. Also ist gezeigt, dass L
nicht regulér ist.
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Teilaufgabe c

Die Sprache
L= {a(" mod 2)pn | n € N}

ist regulér, da ein DFA M exisitiert mit L(M) = L:

Wenn ein Wort z zur Sprache L gehort, dann gibt es drei Félle:
1. z hat die Form ab**~!
2. x hat die Form b?"
3. x=¢€

Im 1. Fall hat das Wort 1(=n mod 2) a, also ist n ungerade. In diesem Fall wird vom
Startzustand gp aus ein a gelesen und in g3 iibergegangen. Der DFA M geht nun nur
in den Endzustand ¢o, wenn ein b oder eine beliebige andere ungerade Anzahl von b’s
gelesen werden (Pendeln zwischen g2 und ¢).

Im 2. Fall hat das Wort 0(= n mod 2) a’s, also ist n gerade. In diesem Fall wird vom
Startzustand gg aus mit einem b in Zustand g4 tibergegangen. Der DFA M geht nun nur
in den Endzustand ¢s5, wenn ein b oder eine beliebige andere ungerade Anzahl von b’s
gelesen werden (Pendeln zwischen ¢4 und ¢5). Da im Startzustand schon ein b gelesen
wurde, ist die Anzahl der gelesenen b’s bei Erreichen des Endzustandes g5 gerade.

Im 3. Fall ist das Wort das leere Wort, das also kein b und kein a enthélt. Dies ist ein

Sonderfall des 2. Falles, da die Anzahl der b’s gerade ist. In diesem Fall akzeptiert der
Automat direkt, weswegen der Startzustand ¢g gleichzeitig ein Endzustand ist.
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Jedes andere Wort, das nicht von den oben beschriebenen Fillen abgedeckt wird, gehort
nicht zur Sprache L und wird gleichzeitig nicht vom DFA M erkannt.

Es gilt: L = L(M) und nach Satz 4.1 aus der Vorlesung: L € REG

Aufgabe 31

Teilaufgabe a

Die Sprache o
L={alV |jeN}

ist nicht regulér. Angenommen doch, dann gibt es gemifi Pumping-Lemma eine entspre-
chende Zahl [, sodass sich jedes Wort der Form = = ab’c’, j € N,|z| > [ zerlegen lisst
in wvw mit den Eigenschaften

l.v#e¢
2. Juv| <1
3. w'w e LYi >0

Wiihle speziell z = ab'cl. Betrachte eine beliebige Zerlegung = = uvw, die die Bedingun-
gen 1, 2 und 3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1<l < |uw| <1
e Fall 1: Das Teilwort u ist leer und v = ab’ (j <1 —1)

e Fall 2: Das Teilwort u ist nicht leer, also enthélt v mindestens ein b.
Fiir ¢ = 2 gilt dann:
ww e L

Offensichtlich ist dies jedoch nicht der Fall, im 1. Fall das Wort uv?w zwei a’s enthilt
und im 2. Fall das Wort uv?w mehr b’s als ¢’s hat (da v aus mindestens einem b besteht)
und in beiden Féllen das Wort per Definition nicht zu L gehort. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme, L sei regulér. Also ist gezeigt, dass L nicht regulér ist.

Teilaufgabe b

Die Sprache o
A={d'VcF|i=0vj=k}

besitze die Pumping-Zahl [ = 1, sodass sich jedes Wort der Form z = a't/c*, i =0V j =
k,|x| > 1 zerlegen lisst in wvw mit den Eigenschaften

1. v#£e
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2. Juv| <1
3. wvtw € LVe > 0

Daraus folgt:
u=¢, v =1

e Fall 1: 4 = 0, d.h. ein Wort # € L hat die Form z = b/c*. Fiir u = ¢ und |v| = 1
ergibt sich die Zerlegung = = wvw mit u = ¢,v = b,w = ¥/ ~c* (j,k > 1, da sonst
e =0<1=1).

e Fall 2: j = k, d.h. ein Wort = € L hat die Form = = a'b’c¥ (j = k). Fiir u = £ und
lv| = 1 ergibt sich die Zerlegung x = wvw mit u = ,v = a,w = a*~ V¥ (j = k)

Fiir alle e > 1 gilt dann:
ww € L

e Im 1. Fall ergibt sich uv®w = b0/~ 1cF = p7te~ ¢k was laut Definition zu L gehort.

e Im 2. Fall ergibt sich uv®w = a®a’~'0/cF = a1 (j = k), was laut Definition
zu L gehort.

Also gilt das Pumping-Lemma fiir die Pumping-Zahl [ = 1 fiir die Sprache L.

Teilaufgabe c
A lasst sich wie folgt darstellen:
{a'V I} U {BF)
j=k i=0
Jj= i=

Annahme: A ist reguldr. Da die reguldren Sprachen unter Vereinigung abgeschlossen
sind, miisste nun ebenfalls die Sprache

{a'¥/ I}
regulir sein. Der Fall i = 1 ({ab’¢’}) wurde jedoch in Teilaufgabe a) widerlegt.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, A sei reguldr. Also ist gezeigt, dass A nicht
regulér ist.

Aufgabe 32

Sei k: N — N eine Funktion. L = {a*™b" | n € N}
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Teilaufgabe a

Voraussetzung:
L e REG

Behauptung:
k ist beschrankt.

Beweis:
Nach [Kobler] 1.5 (Seite 13) gilt:

L € REG & Ry, hat einen endlichem Index

Da L € REG existiert ein DFA M mit L(M) = L. Fiir M seien die Worte z = a*(™?"
und y = a*(™p™ beziiglich Ry, genau dann dquivalent, wenn k(n) = k(m), wenn also z
und y die gleiche Anzahl von a’s haben.

Offensichtlich ist Ry, eine Aquivalenzrelation, die L in anhand der Anzahl der a’s in ver-
schiedene Aquivalenzklassen aufteilt. Die Anzahl dieser Aquivalenzklassen muss endlich
sein, da L sonst nicht regulédr wire.

Also ist die Anzahl der Aquivalenzklassen endlich, und damit auch die Anzahl der mogli-
chen Funktionswerte von k(n). Also ist die Funktion k(n) beschrankt. O

Teilaufgabe b

Voraussetzung:
k ist beschrankt.

Behauptung:
L € REG

Beweis:
Da die Funktion k& beschrénkt ist, gibt es nur endlich viele Funktionswerte k(n), die die
Anzahl der a’s in einem Wort = € L festlegen.

Anhand dieser Funktionswerte lisst sich die Sprache L in endlich viele Aquivalenzklas-
sen aufteilen. Sei Ry, dabei die Aquivalenzrelation, sodass die Worte z = a*(™?" und
y = a®"™p™ beziiglich Ry, genau dann #quivalent sind, wenn k(n) = k(m), also z und y
die gleiche Anzahl von a’s haben.

Ry, hat also einen endlichen Index und somit ist L nach dem Satz aus Teilaufgabe a)
regulér. O
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Aufgabe 33 [44+4+44 Punkte]
Entscheiden Sie, ob fiir alle Sprachen L € REG iiber dem Alphabet ¥ gilt:

a) iu(L) :={zy...2p | xy...21 € L} € REG

b) L' e REG, VL C L

c) postfiz(L) :={veX*|ueX*:uve L} e REG
Begriinden Sie Thr Urteil.

Aufgabe 34 [5+5 Punkte]
Sei k > 1. Bestimmen Sie die minimale Anzahl von Zustidnden eines DFA fiir die
Sprachen:

a) Ly = {e=21...0, €5 |n>k, oy =1} (k-ter Buchstabe gleich 1)
b) inv(Ly).

Aufgabe 35 [8 Punkte]

Konstruieren Sie nach dem Verfahren der Vorlesung aus der folgenden Grammatik
G einen PDA: G = ({A, S} {(,),[,]}, P, S) mit P:

S —e.(9), 41,55

A— (SA, (S
Geben Sie eine akzeptierende Berechnung fiir das Eingabewort (()(()] an.
Aufgabe 36 [5+5 Punkte]
Zeigen Sie:

a) Fiir jede Sprache L € CFL mit ¢ ¢ L gibt es eine kontextfreie Grammatik
ohne e-Produktionen.

b) Besitzt eine kontextfreie Grammatik G keine e-Produktionen und keine Pro-
duktionen der Form A — B, dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G’
mit L(G') = L(G), sodass gilt: G’ besitzt nur Regeln der Form A — a bzw.
A — BC, wobei a ein Terminal und B, C' Nichtterminale sind.

Erldutern Sie in beiden Aufgaben Ihre Vorgehensweise an einem sinnvollen Beispiel.
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Aufgabe 33

Sei L C ¥* € REG.

Teilaufgabe a

Behauptung:
Wenn L € REG, so auch inv(L) € REG.

Beweis:

Wenn L regulér ist, dann kann L durch einen reguldren Ausdruck v ausgedriickt werden.
Durch Induktion iiber die Definition der reguléren Ausdriicke kann gezeigt werdenn, dass
es einen Ausdruck inv(vy) gibt, der inv(L) ausdriickt.

Induktionsanfang:

Wenn v = ¢, so inv(y) = e.

Wenn v = 0, so inv(y) = 0.

Wenn v = a, so inv(vy) =a (a € X).

Induktionsschritt:

Wenn v = (af), so inv(y) = (inv(a) | inv(3)).
Wenn v = af3, so inv(y) = inv(B)inv(a).
Wenn v = a*, so inv(y) = inv(a)*.

Also gilt: L € REG = inv(L) € REG O

Teilaufgabe b

Behauptung:

L'¢ REG, VL' C L

Beweis:

Sei L = {a'V’ | i,j € N} C {a,b}* eine regulire Sprache und L' = {a’b’ | i € N} eine
Teilmenge von L. L' ist jedoch nicht regulér (vgl. Vorlesung 4.3). O

Teilaufgabe c

Behauptung:
L e REG = postfix(L) € REG

Beweis:
Sei M = (Z,%,0,Qq, E) ein NFA mit L(M) = L. Es kann ein NFA N = (Z,%,4,Qo, F)
mit Qo = Z konstruiert werden, fiir den gilt: L(N) = post fiz(L).

Die Sprache post fix(L) enthélt alle Teilworte v, fiir die uv € L. In jedem Zustand von

M wurde vom Startzustand aus schon ein gewisses Teilwort u gelesen. Falls uwv € L(M),
miisste um in einen Endzustand zu gelangen, noch das Teilwort v gelesen werden.
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Der NFA N entspricht dem NFA M, jedoch ist hier jeder Zustand ein Startzustand.
Nun akzeptiert N genau die Worte v, die im NFA M jene Teilworte v waren, sodass
wv € L(M) = L.

Also ist L(N) = post fix(L(M)) = post fiz(L).

Da N ein NFA ist, gilt L(NN) = post fix(L(M)) = postfiz(L) € REG O

Beispiel
Sei M = ({q0,q1,42,93}, {a,b,c,d}, {qo},{qs}) ein NFA mit L(M) = {ad, bed}:

Daraus wird wie beschrieben der NFA N = ({qo, q1, ¢2, 93}, {a, b, ¢, d}, {q0, 91, ¢2, 93}, {q3})
gebildet:

Es gilt: L(N) = {bcd, ad, d, cd, e} = post fiz(L(M))

Aufgabe 34

Sei k> 1.

Teilaufgabe a
Sei x1...%,_1TpTky1 - .- Ty die Eingabe von M.
Der Automat M soll genau dann akzeptieren, wenn das k-te Zeichen eine Eins ist. Um

alle Zeichen bis dorthin (xj...xg_1) zu lesen, benétigt der DFA M mit L(M) = Ly
genau k — 1 Zustandsiibergénge, also k Zusténde.
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Nun wird das k-te Zeichen gelesen und entweder bei einer 1 in einen akzeptierenden
Endzustand (ein weiterer Zustand), oder bei jedem anderen Zeichen in einen nicht-
akzeptierenden Zustand (noch ein weiterer Zustand) iibergegangen, von dem der End-
zustand erreichbar ist.

Also benétigt der DFA M = (Z,3%, qo, E) mit L(M) = L; mindestens k + 2 Zustéinde
(1Z| =k +2).

Teilaufgabe b

Sei Xy, ... Tpy12pTp_1 - - - ¥1 die Eingabe von M’.

Entsprechend soll der Automat M’ mit L(M') = inv(Ly) genau dann akzeptieren, wenn
bei einem gegebenen Eingabewort das k-te Zeichen der Eingabe von hinten eine Eins ist.

Um alle Zeichen bis dorthin (2, ...zky1) zu lesen, benétigt der DFA M’ genau n — k
Zustandsiiberginge, also n — k + 1 Zusténde.

Analog wird das k-te Zeichen von hinten (zj) gelesen und entweder bei einer 1 in einen
akzeptierenden Endzustand (ein weiterer Zustand), oder bei jedem anderen Zeichen in
einen nicht-akzeptierenden Zustand (noch ein weiterer Zustand) iibergegangen, von dem
der Endzustand erreichbar ist.

Also benétigt der DFA M’ = (Z,%,qo, E) mit L(M) = inv(L) mindestens k + 3
Zustinde (|Z| =k + 3).

Aufgabe 35

Sei G eine Grammatik mit G = ({4, S},{(,),[,]}, P, S) und P :

S — &(8),A],88
A — (SA,(S

Entsprechend Satz 5.1 aus der Vorlesung sei M ein PDA mit L(M) = L(G) mit
= ({ahAG), L13:A{A, 53 U{G), [11:0,4,5)

und der Uberfithrungsfunktion :
o(q,e,9) = {(g:¢),(q,(9)), (¢, A). (¢, 59)}

8(g,e,4) = {(g,(54),(q,(5)}
3¢, O = {(g,9)}
8(¢,).)) = {(g,9)}
3¢, [,[) = {lg:9)}
o(¢,.]) = {lg:9)}
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Das Wort (()(()] wird wie folgt vom PDA akzeptiert:

(¢, (001, 9) = (g, (OO A
F (g, (0(0], (SA])
F (g, 0(0], SA])
F (g, O(0] (S)A])
F(g:)(0],5)A])
F o (g:)(0],)A])
F (g, (0 A])
F o (g: (01 (S])
(g 01, S
F (g, 0], (9)])
o (g.)),9))
o (g)])))
AN
F (g,¢,¢)

Da (q,(()(()],S) F* (q,¢,¢) wird die Eingabe (()(()] nach Definition akzeptiert.

Aufgabe 36

Sei G = (V, %, P,S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L € CFL und ¢ ¢ L.

Teilaufgabe a
Sei G' = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik ohne e-Produktionen mit L(G’') =
L(G), die wie folgt gebildet wird. Zunichst ist P/ = P.

Fall 1: A — ¢ ist die einzige Regel, in der das Nichtterminal A auf der linken Seite steht:

Jede Regel B — aAB wird durch die Regel B — af ersetzt. Auflerdem wird
die Regel A — ¢ aus P’ entfernt.

Fall 22 A - eund A — v € P.

Zu jeder Regel B — aAB wird die Regel B — a3 zu P’ hinzugefiigt. Aufler-
dem wird die Regel A — ¢ aus P’ entfernt.

Da sowohl « als auch (3 leer sein kénnen, konnen Regeln der Form B — & € P’ entstehen.
Die beschriebenen Ersetzungen und Streichungen werden daher solange wiederholt, bis
keine Regeln der Form B — € zu P’ gehoren.

Die erzeugte Sprache wird durch den beschriebenen Algorithmus nicht veréndert:

e Enthélt eine (alte) Ableitung B — aAf, dann auch A — ¢ (und zwar spéter).
Falls beide nicht direkt aufeinander folgen, verschiebe A — aAf nach hinten.
Dann ersetze beide durch B — af.
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e Enthélt eine (neue) Ableitung B — «f3, dann ersetze sie durch B — oA, A — e.

Beispiel

Sei G = ({4, B, S}, {a,b,c}, P,S) mit P :
S — aA,bB
A — ¢

B — ¢g,¢
Daraus wird nun G’ = ({4, B, S},{a,b,c}, P', S) gebildet. Zunichst ist P’ = P.

Zunéchst soll die e-Produktion der Regel A entfernt werden. Sie ist die einzige Regel, in
der A auf der linken Seite steht (Fall 1), also wird P’ wie folgt manipuliert:

S — a,bB
B — ¢,¢c

Nun soll die e-Produktion der Regel B entfernt werden. Da es mehrere Regeln gibt, bei
denen B auf der linken Seite steht (Fall 2), wird P’ wie folgt manipuliert:

S — a,bB,b
B — ¢

G’ enthilt nun keine e-Produktionen.

Teilaufgabe b

Nach Voraussetzung hat jede Regel von G die Formen A — a (a € X) oder die Form
A—oa(ae(VUD) |al >2).

Sei G’ = (V', 3, P, S) die Grammatik in der gewiinschten Form (also nur mit Regeln der
Form A — aund A — BC), die wie folgt bebildet wird. Zunéchst ist P = Pund V' = V.

Fiir jedes Terminalzeichen a € X fiigen wir eine neue Variable X, zu V' hinzu, sowie zu
P’ die Regel X, — a hinzu.

Als néchstes ersetzen wir jedes Terminalzeichen a auf der rechten Seite einer Regel
durch die zugehérige, gerade eingefiihrte Variable X, (auer die Regel hat bereits die

Form A — a).

Nun haben alle Regeln die Form A — a oder A — B1Bs>... By, k > 2.
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Alle Regeln A — B1Bs ... By mit k > 2 haben noch nicht die gewiinschte Form. Fiir jene
Regeln fithren wir weitere Variablen Cj,...C,_1 ein und ersetzen solche Regeln durch

A — B0y
Cy — By(Cs

Cr—1 — DBp_1By

Nun haben alle Regeln die Form A — a bzw. A — BC.

Die erzeugte Sprache wird durch den beschriebenen Algorithmus nicht veréndert:

1. e Enthilt eine (neue) Ableitung A — BX, und (spéter) X, — a (wobei X, eine
neu hinzugefiigte Variable aus Schritt 1 ist), so ersetze diese durch A — Ba.
Wenn die Ableitungen nicht direkt hintereinander stehen, so verschiebe sie
zunéchst nach hinten.
e Enthilt eine (alte) Ableitung A — Ba, so ersetze dies durch A — BX,, X, —
a.

2. e Enthilt eine (neue) Ableitung A — B1C,Cy — ByCs,...,Cx_1 — By_1By,
so ersetze diese durch A — B1By...Bi. Wenn die Ableitungen nicht direkt
hintereinander stehen, so verschiebe sie zundchst nach hinten.

e Enthélt eine (alte) Ableitung die A — Bj ... By, dann ersetze dies durch A —
B1C5,Cy — ByCs,...Cx_1 — Bp_1By (wobei Cy,...Ck_1 neue Variablen
sind).

Beispiel
Sei G = ({4, B, S},{a,b}, P,S) mit P :

S — aA,aB
A — bAA,aS,a
B — aBBB,bS,b

Daraus wird nun G' = (V’,{a, b}, P’, S) gebildet. Zuniichst ist P’ = P und V' = V.

Fiir die Terminalzeichen a und b werden nun die Variablen X,, X zu V'’ und die Regeln
X, — a und X, — b zu P’ hinzugefiigt.

Die Produktionen P’ sehen nun wie folgt aus:

S — aA,aB
A — bAA,aS,a
B — aBBB,bS,b
X, — a
Xy, — b
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Nun ersetzen wir die Terminalzeichen a bzw. b auf der rechten Seite durch die entspre-
chenden neuen Regeln X, bzw. X;, (aufler die Regel hat bereits die Form X — a bzw.
X —b).

Die Produktionen P’ sehen nun wie folgt aus:

S — X,A X,B
A — X,AA X,S,a
B — X,BBB,X,S,b
X, — a
Xy, — b

Alle Regeln bis auf A — X AA und B — X,BBB haben bereits die gewiinschte Form.
Fiir diese Regeln fiihren wir weitere neue Variablen Fs, F» und F3 zu V' hinzu und
ersetzen diese Regeln durch A — XyFs, By — AA, B — X,F5, F5 — BF;3 und F3 —
BB.

Die Produktionen P’ sehen nun wie folgt aus:

S — X,A X,B
A — XaS,a,XbEg
B — XbS, b, XbF2

X, — a

Xb — b

Ey, — AA

F, — BFj3

F; — BB

G' = ({A, B, X,, Xy, By, Fy, F5, S}, {a,b}, P, S) hat nun nur noch Regeln der Form A —
aund A — BX,.
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Serie 10

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002/03
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 8. JANUAR 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik II
10. Serie

Abgabe bis zum 15. Januar 2003

Aufgabe 37

Minimieren Sie den nebenstehenden DFA M
mit dem Verfahren aus der Vorlesung.
(Geben Sie die einzelnen Schritte an.)

[8 Punkte]

Aufgabe 38 [7 Punkte]
Sei A eine kontextfreie Sprache und B eine regulidre Sprache.

a) Zeigen Sie, dass AN B kontextfrei ist.
b) Ist A\ B kontextfrei?

Aufgabe 39 [3+3+4 Punkte]

Beweisen Sie:
a) L={aVdd’|j €N} ¢ CFL

b) A= {a't'c*d" |i =0V j=k =1} erfiillt die Folgerung des Pumping-Lemmas
fiir kontextfreie Sprachen mit der Pumping-Zahl 1.

¢) A ist dennoch nicht kontextfrei. Hinweis: Aufgabe 38 verwenden.
Damit haben Sie gezeigt, dass die Umkehrung des Pumping-Lemmas nicht gilt.

Aufgabe 40 [5+5+5 Punkte]
Sei Rep(L) := {aa | a € L} fiir eine Sprache L.

a) Finden Sie eine unendliche Sprache L, € CFL, sodass Rep(L,) € CFL.

b) Finden Sie eine Sprache Ly € CFL, sodass Rep(Ls) ¢ CFL.

c) Zeigen Sie, dass fiir alle Sprachen L € CFL gilt: Rep(L) € CSL.
Hinweis: LBA konstruieren.
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Aufgabe 37

Gegeben: DFA M = (Z = {A,B,C, D, E,F},% = {0,1},6, A, E' = {B,C, E, F})
Gesucht: minimaler DFA M’ mit L(M') = L(M)

Algorithmus, um M in M’ zu iiberfiihren:
Im folgenden sind U, U’ Listen, in denen die Zustinde gesammelt werden, die nicht
zusammengefasst werden koénnen.

e Initialsierung:

U—{{p,q}|peFE,qe2\F

o Schleife:
Wiederhole

— U~ {{p.q} [Fa€X:{(p,a),é(q,a) € UNU
—U—-Uul

bis U' = ()
Fiir den gegebenen DFA M ergibt sich:

Initialsierung:

U—{A B}, daAec Z\E und B e F'
U—{AC}, daAe Z\E' und C € F’
U«—{AFE},daAec Z\E' und E € F'
U—{AF},daAe Z\E'und F € F’
U« {B,D},daDe Z\FE und B € F'
U—{C,D},daDeZ\FE und C € E
U« {D,E},daDeZ\F und E € E'
U«—{D,F},daDeZ\E' und F € F’

U={{A B} {A,C}{A E} {A, F},{B, D}, {C, D}, {D, E}, {D, F'}}

Schleife:

U —{B,C}, da {§(B,0),6(C,0)} ={C,D} € U
U «— {B,F}, da {§(B,0),6(F,0)} ={C,A} €U
U «—{C,E}, da {6(C,0),6(F,0)} ={D,F} e U
U «—{E,F},da{§(F,0),0(F,0)} ={A,F} €U

Es koénnen keine weiteren Paare zu U’ hinzugefiigt werden.
U = {{B7C}7 {B7F}7{Ca E},{E, F}}
U=U0ulU’
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Eine Wiederholung der Schleife fiihrt zu keinen neuen Elementen, die zu U’ bzw. spéter
zu U hinzugefiigt werden konnten.

Die Zustandspaare aus U koénnen nicht zusammengefasst werden. Ubrig bleiben die Zu-
standspaare {4, D}, {B, E} und {C, F'}. Also kénnen die Zustdnde A und D zu AD, B
und F zu BE und C und F zu CF zusammengefasst werden.

Dadurch ergibt sich der minimale DFA M’ mit M’ = (Z = {AD,BE,CF},¥ =
{0,1},6,AD,E' = {BE,CF}) und folgendem Zustandsgraphen:

Aufgabe 38

Sei A e CFL und B € REG

Teilaufgabe a

Behauptung: AN B € CFL

Beweis: Sei My = (Z1,%1,1,61,q0,,#, E1) ein Kellerautomat mit L(M;) = A und
M2 = (ZQ, 22,52,(]02,E2) ein DFA mit L(MQ) = B.

Die Endzustinde des Kellerautomaten sind wie folgt charakterisiert: Eine vom leeren
Keller akzeptierte Eingabe x hat folgende Konfigurationsiibergéinge:

(qo1, 2, #) F* (qn, e, #) F (ge,e,6) (¢ € Z1,qe € En)

Dies bedeutet, dass im letzten Schritt nach Loschen des Kelleranfangszeichens (und nur
dann) in einen Zustand ¢, iibergegangen wird, der als Endzustand ausgezeichnet ist.

Der Kellerautomat M12 mit M12 = (Z1 X ZQ,El @] EQ,F,?Q, (qu,qOQ), #,El X EQ) und

612((Q7 T)a a, /8) = {((qla ’l“/), ’Y) ‘ (q,7 ’Y) € (51(Q7 a, ﬁ) A T/ = (52(?”, CL)} akzeptiert AN B iiber
die Endzustinde E; x Es.
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Dabei simuliert der Kellerautomat Mo den Kellerautomaten M, sowie den DFA M,, auf
denen parallel die Eingabe abgearbeitet wird. Dabei ist zu beachten, dass bei spontanten
Ubergéingen von M; vom DFA M; kein Zeichen gelesen wird (dann gilt: 6(q,¢) = q).
Letztlich akzeptiert Mo eine Eingabe x genau dann, wenn gilt:

((901,905), 2, #) F* ((Qer» Ges) €:6)  ((gey s qes) € Er % Eo)

Da AN B von einem Kellerautomaten akzeptiert wird, gilt: AN B € CFL O

Teilaufgabe b

Behauptung: A\B € CFL

Beweis: A\B = AN B. A\B € CFL, da in Teilaufgabe a gezeigt wurde, dass die
kontextfreien Sprachen abgeschlossen sind beziiglich des Durchschnitts mit reguléren
Sprachen und die reguléren Sprachen beziiglich des Komplements abgeschlossen sind. O

Aufgabe 39

Teilaufgabe a

Die Sprache o
L={aldd | j € N}
ist nicht kontextfrei. Angenommen doch, dann gibt es geméfi Pumping-Lemma eine

entsprechende Zahl [, sodass sich jedes Wort der Form z = ab'd/d/, j € N,|z| > [
zerlegen lédsst in wvwzxy mit den Eigenschaften

1. vz #e
2. Jowz| <1
3. wiwzly € LVi € N

Wihle speziell = ablcld’. Betrachte eine beliebige Zerlegung = = wvwazy, die die
Bedingungen 1, 2 und 3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1 < |vz| < Jowz| <1

e Fall 1: Das Teilwort vz enthélt jedes der Zeichen b, ¢, d. Dieser Fall wegen der
obigen Betrachtung nicht eintreten.

e Fall 2: Das Teilwort vz enthilt nicht jedes der Zeichen b, ¢, d. Ein Wort 2/ =
wv'wa'y gehort nicht zu L, da es nach dem Pumpen nicht mehr gleich viele b’s, ¢’s
und d’s hat.

Damit ist gezeigt, dass L nicht kontextfrei ist.
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Teilaufgabe b

Die Sprache o
A={aVcfd |i=0vj=k=1}

besitze die Pumping-Zahl [ = 1, sodass es sich jedes Wort der Form a’b/cfdl, i =0V j =
k =1 zerlegen lésst in uvwzry mit den Eigenschaften

1. vr #e¢
2. Jowz| <1

3. wwzy € LVe € N

e Fall 1: i = 0, d.h. ein Wort € A hat die Form = = b/cfd'. Wir wihlen die
Zerlegung z = uvwzry mit u =, v=¢, w=¢, x = b und y = ¥V " 1cFd'.

e Fall 2: j = k = [, d.h. ein Wort € A hat die Form z = a'b/cFd' (j = k = ).
Wir wihlen die Zerlegung z = wvwxy mit u = €, v = ¢, w = ¢, x = a und
y = a1k

Fiir alle e > 1 gilt dann:
wwzy € A

e Im 1. Fall ergibt sich uv®wz®y = bW~ 'c*d', was laut Definition zu A gehort.

e Im 2. Fall ergibt sich uv®waz®y = a®a*'bic¥d' (j = k = 1), was laut Definition
ebenfalls zu A gehort.

Also gilt das Pumping-Lemma fiir die Pumping-Zahl [ = 1 fiir die Sprache A.

Teilaufgabe c

Behauptung: A ¢ CFL

Beweis (durch Kontraposition): Sei A € CFL und B = {a“b*¥d* | w,z,y,z €
N} € REG. In Aufgabe 38a wurde gezeigt, dass die kontextfreien Sprachen beziiglich
des Durchschnitts mit reguldren Sprachen abgeschlossen sind. Also miisste insbesondere
gelten: AN B = {a't/cFd' | j = k = 1}. Fiir diese Sprache wurde allerdings schon bewie-

sen, dass sie nicht kontextfrei ist.

Also ist die Voraussetzung, die Sprache A sei kontextfrei, falsch. Es gilt: A ¢ CFL. O

Aufgabe 40

Sei Rep(L) := {aa | a € L} fiir eine Sprache L.

89



Teilaufgabe a
Sei L = {a' | i € NT} eine kontextfreie Sprache mit L = L(G) mit G = (S, a, P,S) und
P : S — aS,a, die alle nichtleeren Worte iiber dem Alphabet {a} enhélt.

Zu jedem Wort a’ € L (i > 0) muss gelten: a’a’ = a?" € Rep(L).

Die Sprache Rep(L) = {a? |i € N*} ebenso kontextfrei, da sie durch eine kontextfreie
Grammatik G’ = (S, a, P,S) mit P : S — Saa, aa beschrieben werden kann, sodass gilt:
Rep(L) = L(G").

Teilaufgabe b

Sei L = {a'b’ | i € N} eine kontextfreie Sprache.

Die Sprache S
Rep(L) = {a'b'a'b’ | : € N}

ist nicht kontextfrei. Angenommen doch, dann gibt es gem#l Pumping-Lemma eine
entsprechende Zahl [, sodass sich jedes Wort der Form x = a'b'a’t’, i € Nj|z| > [
zerlegen lédsst in wvwzxy mit den Eigenschaften

1. vx #¢
2. Jowz| <1
3. wiwzly € LVi € N

Wihle speziell z = a'bla’t!. Betrachte eine beliebige Zerlegung = = wvwzxy, die die
Bedingungen 1, 2 und 3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1< |vz| < Jowz| <1

e Fall 1: Das Teilwort vz enthilt nur eines der Zeichen a oder b. Ein Wort 2’ =
uvlwaly gehort nicht zu Rep(L), da es nach dem Pumpen nicht mehr gleich viele
a’s wie b’s hat.

o Fall 2: Das Teilwort vz enthalt sowohl a’s als auch b’s.

— Fall 2a: Das Teilwort vz enthélt nicht genauso viele a’s wie b’s. Ein Wort
2/ = wv'wz'y gehort nicht zu Rep(L), da es nach dem Pumpen nicht mehr
gleich viele a’s wie b’s hat.

— Fall 2b: Das Teilwort vz enthilt genauso viele a’s wie b’s, d.h. ve = a*bF

(2k < 1). Also kommen fiir eine Zerlegung z = wvwzy nur zwei Fille in

Betracht:
1. u=dF w=ez=b"Fdp
2. u=dbla "k w=ecax=0"*
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In beiden Fillen gehort z = uv’way nicht zu Rep(L), da es sich nicht mehr

in zwei gleich lange Teilworte s mit 2’ = ss zerlegen lisst, 2/

Damit ist gezeigt, dass L nicht kontextfrei ist: Rep(L) ¢ CFL

Teilaufgabe c

Um zu zeigen, dass fiir alle L € CFL gilt: Rep(L) € CSL, wird ein LBA M konstruiert,
der ein gegebenes Wort = genau dann akzeptiert, wenn « € Rep(L) fiir eine kontextfreie
Sprache L.

Der LBA M niitzt dabei aus, dass unabhéngig von einer gewéhlten Sprache L ein Wort
x € Rep(L) die Form = = aa hat. Um dies zu iiberpriifen, geht der LBA wie folgt vor:

Zunéichst liest M die Eingabe z bis zum Ende und merkt sich die Anzahl der Zeichen in
endlicher Kontrolle. Bei n Zeichen markiert M nun das 1. Zeichen mit einer Unterstrei-
chung, sowie das Zeichen an der Stelle 5 + 1 mit einer Uberstreichung. Dazu wird das
Bandalphabet T' um die Zeichen {a | a € ¥} und {@ | a € ¥} erweitert.

Nun vergleicht M in jedem Durchlauf das 1. Zeichen auf der 1. Bandhilfte (unterstrichen)
mit dem 1. Zeichen der 2. Bandhélfte (iiberstrichen). Anschlieend werden die Markie-
rungen verschoben, d.h. es wird das 2. Zeichen unter- und das Zeichen an der 5 + 2.
Stelle iiberstrichen. Des Weiteren wird das Zeichen 5 + 1. Stelle durch einen Punkt ge-
kennzeichnet. Dazu wird das Bandalphabet noch durch die Zeichen {a | a € ¥} erweitert.

In den folgenden Schritten liest M vom linken Bandrand bis zum unterstrichenen Zei-
chen und vergleicht dies mit dem {iberstrichenem Zeichen. Bei Ubereinstimmung werden

die Markierungen ein Zeichen nach rechts verschoben.

Das gesamte Wort =z wird von M akzeptiert, sobald das punktierte Zeichen mit dem
Zeichen am rechten Bandrand erfolgreich verglichen wurde, da dann sichergestellt ist,
dass fiir eine Eingabe = = uv gilt u1 = vy, us = va, ..., Uy = Uy (2m =n).

Erreicht M zu einem anderen Zeitpunkt das rechte Bandende oder schligt ein Vergleich
fehl, so soll M nicht akzeptieren.

Da Rep(L) von einem LBA erkannt werden kann gilt: Rep(L) € CSL. O
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Abgabe bis zum 22. Januar 2003

Aufgabe 41 [54+5 Punkte]

a) Zeigen Sie, dass in einem gerichteten Graphen mit m Kanten gilt

Z dt(v) = Z d~(v) =m.

veV veV

b) Wieviele ungerichtete Graphen mit der Knotenmenge [n] gibt es?

Aufgabe 42 [54+5 Punkte]

a) Begriinden Sie, warum der @, fiir alle n > 2 den Cyn enthiilt.

b) Definition: In einem Graphen heifit eine Kante e = {u, v} Briicke, falls es von
u nach v nur einen Pfad gibt.
Gibt es einen Graphen G auf n Knoten, der sowohl eine Briicke als auch den
C,, enthilt?

Aufgabe 43 [10 Punkte]

Sei G ein Graph auf n Knoten. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
i) G ist ein Baum
ii) G ist (kanten-)minimal zusammenhéngend

ili) G ist (kanten-)maximal kreisfrei

Aufgabe 44 [10 Punkte]
Seien di, ..., d, € N\{0}. Zu zeigen ist, dass es genau dann einen Baum 7' = ([n], £)
mit dr(i) = d; gibt, wenn Y d; = 2n — 2.

=1
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Aufgabe 41

Teilaufgabe a

Zu zeigen:

Y dtw) =) d =m

veV veV

Beweis (durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl der Kanten m):

e Induktionsanfang m = 1:

Bei einem Graph mit einer Kante (a,b) gilt:

T(v) =d*(a th)y=1= “(v)=d (a —(b) =
g‘;d() d()+w1§d() d()+w1
0 1 1 0

e Induktionsvoraussetzung:

Fiir einen Graphen mit m Kanten gilt:
St =Y a =m
veV veV

e Induktionsschritt m — m + 1:

Sei G ein Graph mit m Kanten und [ nach Induktionsvoraussetzung eine Zahl

l::Zd+(v):Zd_:m

veV veV

Zu G wird eine zusitzliche Kante e = (u, v) hinzugefiigt. Dementsprechend werden
die Grade d~ (u) und d*(v) werden nach Hinzufiigen der Kante e um 1 erhoht.

Dann gilt:

ddtw) =) d =l+1=m+1

veV veV

Teilaufgabe b

Uber der Knotenmenge [n] gibt es genau 2(3) ungerichtete Graphen:
Bei n Knoten gibt es (Z) Teilmengen mit genau zwei verschiedenen Knoten. Dies sind
alle moglichen Kanten, die bei jedem moglichen Graphen entweder zur Kantenmenge

gehoren oder nicht.

Daraus ergibt sich die Anzahl 2(3),
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Aufgabe 42

Teilaufgabe a
Zu zeigen: fiir n > 2 enthélt der Hyperwiirfel @,, den Kreis Can.

Beweis (durch vollstdndige Induktion iiber n):

e Induktionsanfang (n = 2):
Q2 =Cp =Cy

Cy : Q2 :

e Induktionsvoraussetzung: Fiir @, gilt: Q,, enthélt Con.

e Induktionsschritt (n — n+ 1):

Konstruktion des Q11 wie folgt:

— Hyperwiirfel ,, mit Knoten 1,. .., 2" und Hyperwiirfel @)/, mit Knoten 1’, ..., 2™

— verbinde @, und @/, iiber 2" neue Kanten {u, v} mit u =1,...,n und v’ =
U ...,n (also {1,1'},{2,2'},...)

— @, enthilt laut Induktionsvoraussetzung C?": (1,...,2",1) und @/, enthilt
c¥ (1.2 1)

— Der konstruierte Hyperwiirfel C,,41 hat 2" + 2" = 2"+ Knoten und enthilt
Con+1 wie folgt: (1,...,2™, 2™ .. 1/ 1). O

Teilaufgabe b
Der Graph G = (V, E) kann keine Briicke enthalten, da alle Knoten tiber mindestens

zwel Pfade miteinander verbunden sind:

Enthélt ein Graph mit n Knoten den Kreis Cj,, so liegen alle Knoten auf diesem Kreis,
d.h. fiir alle u,v € V existieren mindestens zwei verschiedene v — v-Pfade:

e Fall 1: v und v sind Nachbarn. Pfad 1 iber Kante {u,v} und Pfad 2 beginnt mit
Kante {u,z}, wobei x ein Nachbar von u (u # v) auf dem Kreis C, ist. Dann ist
der Pfad wie folgt: (u,z,...,v).

e Fall 2: v und v sind keine Nachbarn. Sei x ein Nachbar von u auf dem Kreis C),
und y ein Nachbar von u (z # y) auf dem Kreis C,,. Pfad 1 tiber (u,x,...,v) und
Pfad 2 iiber (u,y,...,v). O
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Aufgabe 43

Beweis:
Sei z,y e V.

e (i) = (ii):
G = (V, E) sei ein Baum. Laut Baumdefinition ist G zusammenhéngend, d.h. fiir
je zwei Knoten u,v € V existiert genau ein u — v-Pfad.

Annahme: G ist minimal zusammenh#ngend.

Beweis durch Kontraposition: Wenn G nicht minimal zusammenhéngend wire,
konnte eine Kante e = {z,y} entfernt werden. Da zwei beliebige Knoten z,y €
V' jedoch nur iiber einen einzigen z — y-Pfad verbunden waren, existiert nach
Entfernen von e kein solcher mehr. Also ist G nach Entfernen von e nicht mehr
zusammenhéngend.

o (ii) = (iii):
G = (V,E) sei minimal zusammenhéngend, d.h. fiir je zwei Knoten u,v € V
existiert genau ein u — v-Pfad.
Annahme: G ist maximal kreisfrei.
Beweis durch Kontraposition: Wenn G nicht maximal kreisfrei wére, so konnte
eine neue Kante e = {z,y} zu G hinzugefiigt werden, ohne einen Kreis zu G
hinzuzufiigen. Allerdings existierte vor dem Hinzufiigen von e schon (genau) ein
x — y-Pfad. Durch die Kante e = {z,y} wiirde ein Kreis entstehen.

e (iii) = (i):
G = (V, E) sei maximal kreisfrei.
Annahme: G ist zusammenhéngend.

Beweis durch Kontraposition: Wenn G nicht zusammenhéngend wére, so konnte
eine Kante e = {z,y} zu G hinzugefiigt werden, die zwei Komponenten verbindet.
Nach Hinzufiigen von e wire G immernoch kreisfrei, also vor dem Hinzufiigen nicht
maximal kreisfrei.

Somit ist G (maximal) kreisfrei und zusammenhéngend und somit per Definition
ein Baum.

Aufgabe 44

Der Baum T' = ([n], E) ist nach Aufgabe 43 minimal zusammenhé&ngend, hat also genau
n — 1 Kanten.
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Die Summe Y7, d; z#hlt die Nachbarn jedes Knotens. Die Kante {u,v} wird genau
zweimal mit d(u) und d(v) gezdhlt. Somit entspricht die Summe der doppelten Kanten-
anzahl, also

Y di=2(n—1)=2n-2

=1
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Serie 12

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002/03
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 22. JANUAR 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik II
12. Serie

Abgabe bis zum 29. Januar 2003

Aufgabe 45 [8 Punkte]

Vervollstdandigen Sie den Beweis von Satz 1.1 der Vorlesung, indem Sie fiir das
Verfahren Suche zeigen: Wenn der Eingabegraph G einen 1-k-Pfad enthélt, enthélt
die Ausgabe T' ebenfalls einen 1-k-Pfad. Hinweis: Induktion

Aufgabe 46 [44+4+44 Punkte]
Definition: In einem gerichteten Graphen D = (V, A) heiit ein Knoten vy von
vg aus in k Schritten erreichbar, wenn es Knoten vy,...,v,—; € V gibt, sodass
('Uz‘—hvi) < AﬂVZ S [IC}

Der Abstand von z nach y sei dist(x,y) := min{k | y ist in k Schritten von z
erreichbar}.

a) Beschreiben Sie, wie eine Adjazenzliste fiir gerichtete Graphen aussieht.

b) Geben Sie einen Algorithmus an, der zu einem gegebenen Knoten die Absténde
aller von ihm aus erreichbaren Knoten bestimmt. Beweisen Sie seine Korrekt-
heit.

¢) Bestimmen Sie die Laufzeit ihres Algorithmus.

Aufgabe 47 [4+4+4 Punkte]

Sei G ein Graph mit n Knoten und m Kanten.

Definition: Eine Partition der Knoten in zwei disjunkte Teile heifle toll, falls zwi-
schen den Teilen mindestens m/2 Kanten verlaufen.

Eine Partition sei umso besser, je mehr Kanten zwischen den beiden Teilen verlaufen.

a) Zeigen Sie, dass in jedem Graphen eine bestmdgliche Partition stets toll ist.

b) Geben Sie einen Algorithmus an, der eine tolle Partition findet. Beweisen Sie
seine Korrektheit.

¢) Wie kann eine tolle Partition in Laufzeit O(n + m) gefunden werden?
Aufgabe 48 [8 Punkte]

Gegeben sei ein Graph G auf n Knoten als Adjazenzliste. Geben Sie einen Algo-
rithmus an, der mit Laufzeit O(n) testet, ob G ein Baum ist.
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Aufgabe 46

Teilaufgabe a

Sei G = ([n], F) ein gerichteter Graph. Die Adjazenzliste dieses Graphen enthélt eine
Liste alle Knoten 1...n, jedoch sind an die einzelnen Knoten u nur jene Nachbarn v
in der Nachbarliste angehéngt, fiir die eine Kante (u,v) existiert. Ebenso enthélt die
Kantenliste nun lediglich geordnete Paare von Knoten.

Teilaufgabe b

Gegeben sei ein Graph G = (V, FE) und ein Knoten v € V. Der folgende Algorithmus
leistet das Verlangte:

ALGORITHMUS Abstand(v):
Initialiserung: Feld A: Afv] :=o0 Vv € V,v # u, Au] := 0;
d:=0;

N — {u};
M — 0;
WHILE M # N
M «— MUN,;
N—{yel(z)|ze N}\M;
d:=d+1;
Alz] :=dVz € N;
ENDWHILE
Ausgabe: Feld A mit A[v] := dist(u,v)

Dabei geht der Algorithmus wie folgt vor: zundchst wird das Feld A, das zu jedem Kno-
ten v die Entfernung dist(u, v) speichern soll fiir alle von u unterschiedlichen Knoten mit
00, sowie fiir u selbst mit 0 initialisiert. Im Folgenden werden in jedem Schleifendurchlauf
die Knoten mit wachsendem Abstand von u zu N hinzugefiigt, also im ersten Durchlauf
jene Knoten v mit dist(u,v) = 1 usw. Dieser Abstand wird an der entsprechenden Stelle
im Feld A gespeichert.

Der Algorithmus terminiert, d.h. verldsst die Schleife, sobald keine weiteren Knoten

gefunden werden konnen. Man beachte, dass der Abstand von u zu Knoten, die nicht
erreicht werden koénnen oo ist.

Teilaufgabe c

Die Laufzeit wird durch die maximale Linge eines u — v-Pfades bestimmt, der im worst
case alle Kanten enthélt. In diesem Fall miisste die Schleife m mal durchlaufen werden,
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bis der am weitesten entfernteste Knoten v zu M hinzugefiigt werden kann. Somit ergibt
sich die Laufzeit O(m).

Aufgabe 47

Teilaufgabe a

Sei G ein Graph mit einer bestmoglichen Partition in A und B, mit a bzw. b Kno-
ten. Somit hat G insgesamt a 4+ b Knoten und maximal (a;rb) Kanten. Da die Partition
bestmoglich ist, existieren zwischen den Knoten aus A und B die maximale Anzahl an

Kanten, ndmlich a - b.

b
()
2
a+b
b
Esgﬂt:(z): ot .
2 Aa+b—2)
AuBerdem ist 4(a + b — 2)! > 0 fiir alle a,b € N.

(a—i—b)

Somit gilt ab > % fiir alle a,b € IN;. O

Zu zeigen: ab >

Teilaufgabe b

Der folgende Algorithmus leistet das Verlangte:

ALGORITHMUS TolleParition(G):
Eingabe: G = ([n], E);
E' —0;
M —{1};
M — 0;
WHILE |E'| < £l
M — M';
M — MU{T'(z) |z € M};
E — {{u,v} |ue M,veT(u),v¢ M'};
ENDWHILE;
IF F'#FE
THEN Ausgabe: tolle Partition mit Knotenliste M’
ELSE Ausgabe: keine tolle Parition gefunden

Dabei sei G 0.B.d.A. zusammenhéngend, da nicht zusammenhéngende Knoten die Kan-
tenanzahl nicht beeinflussen. In E’ werden nach und nach die Kanten gespeichert, die
von die markierte Knotenmenge M bzw. M’ verlassen. Falls diese Knotenmenge grofier
oder gleich der Hilfte der gesamten Knotenmenge E ist und sich E’ trotzdem noch von
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E unterscheidet, enthilt nach der WHILE-Schleife M’ alle Knoten der tollen Partition.

Der Graph G ldsst sich also in die disjunkten Knotenmengen M’ und [n]\M’ zu einer
tollen Partition zerlegen.

Teilaufgabe ¢

Im worst-case wird in jedem Schleifendurchlauf nur ein einziger Knoten zu M und eine
einzige Kante zu E’ hinzugefiigt. Da nur die Knotenanzahl die Abbruchbedingung (| E’| >

|—§|) beeinflusst, ist die Komplexitéit des Algorithmus O(m).

Aufgabe 48

Um bei einem Graphen G auf n Knoten zu iiberpriifen, ob G ein Baum ist, kann wie
folgt auf den Algorithmus der Tiefensuche zuriickgegriffen werden:

ALGORITHMUS Baum(G) :
Eingabe: G = ([n], E);
IF |E|#n—1
THEN Ausgabe: kein Baum;
ELSE Tiefensuche(@);
Ausgabe Tiefensuche: T = (M, F’)
IF M=[n] N E'=FE
THEN Ausgabe: Baum;
ELSE Ausgabe: kein Baum;

Dabei nutzt der Algorithmus aus, dass ein Baum iiber n Knoten n — 1 haben muss, um
zusammenh#ngend und kreisfrei zu sein. Also wird in der Adjazenzliste die Kantenliste
durchgezihlt und bei weniger als n — 1 Kanten (nicht zusammenhéngend) oder mehr als
n—1 Kanten (nicht kreisfrei) direkt der Misserfolg ausgegeben. Fiir diesen Test benotigt
der Algorithmus O(n).

Anschlieend wird der Algorithmus Tiefensuche auf den Graphen G angesetzt. Er hat
nach Satz 1.2 aus der Vorlesung die Komplexitéit O(m). Da bereits vorher sichergestellt
wurde, dass nur im Falle m = n — 1 fortgefahren wird, gilt O(m) = O(n — 1) = O(n).

Die Tiefensuche ermittelt auf dem gegebenen Graphen G einen spannenden Baum 7.
Falls es sich bei dem Eingabegraphen G um einen Baum handelt, miisste er mit 7" iden-
tisch sein. Dies wird nach der Tiefensuche iiberpriift. Dazu miissen die Kanten- und
Knotenmengen (E und E’ bzw. [n] und M) iibereinstimmen. Dies ist iiber die Zuwei-
sung E” = E\E’ und den anschlieflenden Test E” = (7 in O(1) moglich.

Dadurch ergibt sich eine Gesamtkomplexitét fiir den gegebenen Algorithmus von O(n).
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Serie 13

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002/03
ALGORITHMEN UND KOMPLEXITAT 29. JANUAR 2003
DR. TILL NIERHOFF

Theoretische Informatik II
13. Serie

Abgabe bis zum 5. Februar 2003

Aufgabe 49 [4+4 Punkte]

zu a)

a) Bestimmen Sie anhand des Algorithmus von Prim einen MST im gegebenen
Graphen.

b) Ermitteln Sie mit dem Algorithmus von Dijkstra im gegebenen Graphen die
Absténde aller Knoten von a.

Geben Sie bei beiden Aufgaben die einzelnen Schritte an.

Aufgabe 50 [8 Punkte]
Sei G = (V, E) mit w: E — R" ein kantengewichteter Graph.
Ein kiirzester Kreis in G ist ein Kreis C, der w(C') := > w(e) minimiert.

ecE(C)

Formulieren Sie einen Algorithmus, der einen kiirzesten Kreis findet, und beweisen
Sie seine Korrektheit. Die Laufzeit sollte O(n*) nicht iiberschreiten (mit kurzer
Begriindung).

Aufgabe 51 (10 Punkte]

Sei G = (V, E) ein Graph mit Kanten-Kapazititsfunktion ¢ : E — R*.
Fiir jeden Pfad P in G sei seine Kapazitit ¢(P) := Héi(r}’) c(e).
ec

Formulieren Sie einen Algorithmus, der zu einem gegebenen Knoten s fiir alle an-
deren Knoten v die maximale Kapazitit eines s-v-Pfades findet. Beweisen Sie seine
Korrektheit. Die Laufzeit sollte O(n?) nicht iiberschreiten (mit kurzer Begriindung).
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Aufgabe 52 [4+3+3+4 Punkte]
Sei G = ([n], E) ein Graph.

Definitionen:

Eine Knotenmenge S C V heifit stabil in G, falls £ N (;) = 0.

Gibt es keine stabile Menge S" mit |S’| > |S|, so ist S eine grdfite stabile Menge.
Der Mazimalgrad von G ist A(G) := max d(v).

Der Greedy-Algorithmus zur Findung einer moglichst grofien stabilen Menge S geht
folgendermafien vor:

Input: G = (V,E),V = [n]
Output: S

(1) S0

(2) while V #0

(3) s« minV

(4) S —SuU{s}

(5) V=V \({s}Ul(s))
(6) G — G[V]

a) Zeigen Sie, dass dieser Greedy-Algorithmus stets eine stabile Menge S der

Grofe |S| > Ay fndet.

b) Sei 0 < A < n. Geben Sie einen Graphen G = ([k], E) mit A(G) = A und
k > n an, bei dem der Greedy-Algorithmus nicht die grofite stabile Menge
findet.

c) Sei 0 < A < n. Geben Sie einen Graphen G = (V, E) mit A(G) = A und
|[V| > n an, bei dem der Greedy-Algorithmus unabhingig von der Knoten-
nummerierung stets eine grofite stabile Menge findet.

d) Zeigen Sie: Fiir jeden Graphen gibt es eine Knotennummerierung, sodass der
Greedy-Algorithmus eine grofite stabile Menge findet.
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Aufgabe 49

Teilaufgabe a

Wir nehmen fiir den Graphen die Abbildung ¢ wie folgt an, sodass die Knotenmenge F
der Menge [8] entspricht:

pla) =1,0(b) = 2,¢(c) = 3,0(d) = 4,¢(e) =5,0(f)

6,0(9) =7,0(h) =8

Im Folgenden werden die Werte der markierten Knotenmenge M, der Ausgabekan-
tenmenge E’ und der jeweils betrachteten Kante e in den jeweiligen Durchliufen der
WHILE-Schleife betrachtet:

El

Schleifendurchlauf | M e
Init. | {a} 0

1| {a, f} {{a, f}} {a, f}

2 | {a,b, f} {{a, f},{f.0}} {f. b}

3 [ {a,b,c f} Ha, F1 AL 03 {f.c}} {f.c}

4| {a,b,c,d, f} {{a, [}, {f. 0}, {f. ¢}, {c, d}} {c,d}

51| {a,b,c,d. f,g} Ha, f1 AL 01 ek {e,d} {d, g}} | {d, g}

6 | {a,b,c.d, f,g.h} | {{a, f}{f. 0}, {f c}, {d,h}
{e.d},{d,g},{d,h}}

7| {a,b,c.de, f,g,h} | {{a, [}, {f. 0}, {f c}, {a,e}
{e.d},{d,g},{d,h},{a,e}}

Ausgabe: T = (M, E'):

Teilaufgabe b

Im folgenden werden die Werte eines Nachbarknotens v, der markierten Knotenmenge
M, des Entfernungsfeldes d und des Vorgéingerfeldes p in den jeweiligen Durchldufen der
WHILE-Schleife betrachtet:

S.durchlauf | v | M Feld d Feld p

Init ] 0]oofooloofoofoo ||| L] L] L] L]L]L]
1|a]{a} 0[7]4]o00]o0] 0] LlajalL]L] 1]
2| c |{ac} 017145 |7]| Llalalc|c| L]
31d|{a,cd} 0745|612 Llalalc|d|d
4 |e | {a,cd e} 0714|5169 Llalalc|d]|e
5106 | {a,b,c,d, e} 0[7(14]|5]619 Llalalc|d]|e
6| f|{abecdef}||0|7]4]5[6]9 Llalalec|d]e
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12’::{{a,b},{a,c},{c,d},{d,e},{e,f}}

Ausgabe: T = (M, E'):

C C

b d

Aufgabe 51

Der Algorithmus, die maximale Kapazitit eines s — v Pfades zu gegebenen s zu finden,
basiert auf dem Algorithmus von DIJKSTRA:

PROCEDURE CAPAcCITY (G,c,8);
BEGIN
EINGABE G,¢,s;
M — 0;
d[s] < o0;
div] =0 (Vv e V\{s});
plv] —L (Vv eV);
WHILE M #V
v « argmin{d[v'] | v' € V\M};
M — M U{v};
FORALL ¢ € I'(v)\M
IF d[v'] < min{c({p[v],v}), c({v,v'})} (%)
dlv') — minge({ple], v}), e({v, ')}
ENDIF;
ENDFOR;
ENDWHILE;
B {{plo], v} | v € V\{u}};
AUSGABE T = (M, E');
END;

Dabei wird das Feld d nun dazu benutzt, die maximal mogliche Kapazitédt des Pfades
von s fiir den jeweiligen Knoten zu speichern. Dazu wird das Feld fiir den Knoten s selbst
mit oo (undendlicher Kapazitét zu sich selbst) und fiir alle anderen Knoten zunéchst
mit 0 initialisiert. In der IF-Zeile (*) wird nun die groftmogliche Kapazitét des Pfades
von s wie folgt ermittelt: wenn das Minimum der Kapazitdten der Kante zu v und der
Kante {v,v'} grofler als die bisher ermittelte maximale Kapazitit zum Knoten o' (d[v]),
so wird ersteres in d[v'] gespeichert.
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Der Algorithmus CAPACITY unterscheidet sich nur in der Initialisierung und des IF-
Vergleichs vom Algorithmus von DIJKSTRA, sodass bei einer Realisierung mittels eines
Heaps die Laufzeit von CAPACITY nach 1.3 aus der Vorlesung bei O((n+m)-logn) liegt,
also unter O(n?).

Aufgabe 52
Teilaufgabe b

Der Algorithmus kann im gegebenen Graphen

2

nicht die grofite stabile Menge S finden, da er stets bei dem Knoten mit der geringsten
Nummerierung beginnt und im néchsten Schritt alle Nachbarn dieses Knotens aus V
entfernt. Da der Knoten 1 mit allen anderen benachbart ist, kann nur eine stabile Menge
mit |S| = 1 gefunden werden. Fiir die gréfite stabile Menge gilt Spua: = {2,3,4,5} mit
‘Smax| =4.

Teilaufgabe c
Beim Graphen

hingegen kann der Algorithmus eine grofite stabile Menge finden, da alle Knoten gleich
viele Nachbarn haben, sodass es irrelevant ist, bei welchem Knoten begonnen wird und
somit das Problem mit der Nummerierung (Teilaufgabe b) nicht auftritt.

Teilaufgabe d

Die Knotennummerierung miisste so geéndert werden, dass vom Knoten mit dem kleins-
ten Grad aus aufsteigend nummeriert wird, also eine hohe Nummerierung einen héheren
Grad bedeutet.
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Der Algorithmus l6scht nach wie vor die Nachbarn des betrachteten Knotens. Durch die
oben beschriebenen Nummerierung wird jedoch vermieden, dass ungiinstige Félle wie in
Teilaufgabe a auftreten.
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Bewertungen

e Aufgabe la: alles OK [3/3]

e Aufgabe 1b: Kommentar: ,falsche Seite“ [2/4]

e Aufgabe lc: alles OK [3/3]

e Aufgabe 2: fehlt: Fehlerbehandlung fiir Fehleingaben [8/10]

e Aufgabe 3a: korrekt: L(M) = {a,b}* [2/4]

e Aufgabe 3b: fiir z = ¢ gibt es kein z; [5/6]

e Aufgabe 4: fehlt: Fehlerbehandlung fiir Fehleingaben [8/10]

e Aufgabe 5: zwar aus Buch abgeschrieben, aber unvollsténdig (?) [4/8]
e Aufgabe 6: alles OK [16/16]

e Aufgabe 7: Kommentar: ,falls eine 1 vorkommt* [5/6]

e Aufgabe 8: mehrere, kleinere Fehler [7/10]

e Aufgabe 9a: Kommentar: ,muss auch Worter aus A abbilden* [3/4]
e Aufgabe 9b: Kommentar: ,, Wieso ist f3 berechenbar?“ [5/6]

e Aufgabe 10a: Kommentar: ,, Warum berechenbar? [3/4]

e Aufgabe 10b: Kommentar: ,,Das definiert noch keine Abb. fiir Teilmengen von RE*,
Korrektur: £ C RE [3/6]

e Aufgabe 11: kleiner Fehler bei 11c [7/8]

e Aufgabe 12a: Fehler: fg, ist nicht berechenbar, da H semi-entscheidbar ist [2/4]
e Aufgabe 12b: siche oben [3/4]

e Aufgabe 12c: Kommentar: , Wie ermittle ich das?“ [3/4]

e Aufgabe 13: richtig viele Fehler... [3/10]

e Aufgabe 14a: der Beweis aus der Vorlesung sollte benutzt werden [0/5]
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Aufgabe 14b: Fehler bei Uberfithrungs- und Léschregel [3/5]
Aufgabe 15: alles OK [12/12]

Aufgabe 16: alles OK [8/8]

Aufgabe 17: alles OK [10/10]

Aufgabe 18a: Fehler: braucht keine e-Sonderregel. Korrekte Klammerung ist ent-
halten [2/5]

Aufgabe 18b: Kommentar: ,, Warum?“ [4/5]
Aufgabe 19a: alles OK [4/4]

Aufgabe 19b: Kommentar: ,,Es ist nicht klar, dass jedes Palindrom abgeleitet wer-
den kann.“ [4/6]

Aufgabe 20: Kommentar bei 20d: ,, Auch hier wurde nicht gezeigt, dass alle Worter
erzeugt werden kénnen“ — sonst alles OK [8/10]

Aufgabe 21: nur L(G) C L(M) gezeigt (keine Riickrichtung) [6/9]
Aufgabe 22: Kommentar: ,falsche Aufgabe“ — trotzdem ein Punkt... [1/10]
Aufgabe 23a: Kommentar: , A entscheidbar?* [0/2]

Aufgabe 23b: Kommentar: , falsch, falls AN B # (* [1/2]

Aufgabe 23c: ohne Kommentar [1/2]

Aufgabe 23d: alles OK [3/3]

Aufgabe 24a: alles OK [4/4]

Aufgabe 24b+c: Kommentar: ,inwiefern wird Baumcharakteristik verletzt?« [4/8]
Aufgabe 25: Kommentar: ,,Wo sind 0O7“ [4/10)]

Aufgabe 26a: Kommentar: ,Das sind nicht alle Ubergéinge“ [3/5]

Aufgabe 26b: Kommentar: ,, Aquivalenz?* [4/5]

Aufgabe 27a: Kommentar: , Aquivalenz?“ [4/5]

Aufgabe 27b: alles OK [5/5]

Aufgabe 28a: alles OK [4/4]

Aufgabe 28b: alles OK [4/4]

Aufgabe 28c: Verpeiler: Ergebnis enthélt immer noch ,,\“ [0/2]
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Aufgabe 29: alles OK [8/8]

Aufgabe 30: alles OK [12/12]

Aufgabe 31a: alles OK [3/3]

Aufgabe 31b: alles OK [3/3]

Aufgabe 31c: Kommentar: ,Nur kleiner Teil gezeigt“ [2/4]
Aufgabe 32: Losung unklar [1/10]

Aufgabe 33a: nicht Aquivalenz bewiesen [2/4]

Aufgabe 33b: alles OK [4/4]

Aufgabe 33c: Kommentar: , préziser beweisen® [3/4]
Aufgabe 34a: Kommentar: ,, Wieso nicht weniger?“ [2/5]
Aufgabe 34b: falsch: Zustandszahl hdngt von n ab [0/5]
Aufgabe 35: alles OK [8/8]

Aufgabe 36: alles OK — Kommentar: ,, Beispiel mit « = = ¢ wire angebracht*
[9/10]

Aufgabe 37: alles OK [8/8]

Aufgabe 38a: Kommentar: ,,Kellerautomaten haben keine Endzusténde“ [3/5]
Aufgabe 38b: alles OK [2/2]

Aufgabe 39a: Kommentar: ,ox = a?“ [2/3]

Aufgabe 39b: alles OK [3/3]

Aufgabe 39¢: Kommentare: ;AN B = A“ und ,,0 € N“ [2/4]

Aufgabe 40a: alles OK [5/5]

Aufgabe 40b: alles OK [5/5]

Aufgabe 40c: Kommentare: ,, Wie soll er sich die Anzahl der Zeichen merken?* und
,Die Erkennung, ob die erste Hélfte L ist, fehlt“ [2/5]

Aufgabe 41: alles OK [10/10]

Aufgabe 42a: Kommentare: ,, Wieso ist das Qp+17“ und ,,Welcher Pfad wird be-
nutzt?* [4/5]

Aufgabe 42b: alles OK [5/5]
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Aufgabe 43: alles OK [10/10]

Aufgabe 44: Kommentar: ,, Aquivalenz?“ [3/10]
Aufgabe 45: nicht gemacht [0/8]

Aufgabe 46a: alles OK [4/4]

Aufgabe 46b: Korrektur: ,y € I'*(x)*“ (nur ausgehende) und Kommentar: , Wieso
wird jeder Knoten nur einmal besucht?* [2/4]

Aufgabe 46¢: Kommentar: ,, Die Initialisierung bendtigt O(n) [10/10]
Aufgabe 47: Algorithmus ist fehlerhaft [4/12]

Aufgabe 48: alles OK [8/8]

Aufgabe 49: alles OK [8/8]

Aufgabe 50: nicht gemacht [0/8]

Aufgabe 51: Korrektur: v — argmax“ und Kommentare: , Wo wird p gesetzt?*
und ,, Warum funktioniert das?* [4/8]

Aufgabe 52: viele Fehler [3/10]
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Musterlosungen

INSTITUT FUR INFORMATIK WS 2002
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DRr. TiLL NIERHOFF

Theoretische Informatik I1

Musterlésungen

Aufgabe 8 [10 Punkte]

Zeigen Sie: Eine k-Band-Turingmaschine kann so durch eine 1-TM simuliert werden,
dass die Simulation einer Rechnung mit Laufzeit ¢ und Platzbedarf s eine Laufzeit
von O(#?) und den Platzbedarf O(s) hat.

Wir betrachten die Simulation aus der Vorlesung. Die Ausgangsmaschine sei M und
fiir eine Eingabe z sei der Platzbedarf s und der Zeitbedarf ¢. Die Simulationsma-
schine sei M’ mit s’ und ¢' analog.

Die Ubergangsfunktion von M’ war so gemacht, dass die Simulation einer Rechnung
unterteilt war in eine , Initialisierung®, einen ,, Rechtslauf“, eine ,, Auswahl“ und einen
»Linkslauf*.

Die Initialisierung braucht 2|z| +2 < 2s + 2 = O(s) Schritte, bis hierher ist der
Platzbedarf hochstens |z| +1 < s +1 = O(s). Fiir jeden der ¢ Schritte der ur-
spriinglichen Berechnung macht die Simulation einen Linkslauf, eine Auswahl und
einen Rechtslauf. Dabei besteht die Auswahl aus einem Schritt, ein Rechtslauf aus
héchstens s’ und ein Linkslauf aus héchstens s' + 3k Schritten. Das letztere liegt
daran, dass die Realisierung einer Anweisung mit Rechtsschritten fiir alle Kopfe
(k) immer noch mal einen Schritt zuriick machen muss. Insgesamt also hochstens
t- (25’ + 3k + 1) Schritte.

Bandinschriften werden immer nur linger. Jede der k£ Inschriften von M enthé&lt
ein Zeichen, das in dem gleichen Zeichen von M’ kodiert ist (sozusagen die jeweils
erste Zelle auf die die K6pfe zeigen.) Auflerdem ist jede zu jeder Zeit hichstens s
lang. Also ist jede Inschrift von M’ zu jeder Zeit hichstens 2s + 2 lang: Deshalb
s’ < 2s+ 2= 0(s). Weil jede Maschine nur so viele Zellen besuchen kann, wie sie
Schritte macht, gilt s < ¢. Damit gilt fiir #':

t' <t- (28 +3k+ 1) + O(s) <tO(s) + O(s) = O(st) = O(£?).
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Aufgabe 12 [4+4+4 Punkte]

Betrachten Sie die Sprache Eq = {v#w | L(M,) = L(My)}. Zeigen Sie:
a) Das Halteproblem lisst sich auf Eq reduzieren.

b) Das Halteproblem lisst sich auch auf Eq reduzieren.

¢) Weder Eq noch Eq sind rekursiv aufzihlbar.

Hinweis: Betrachten Sie Kodierungen von drei Maschinen:
eine tut das Gleiche wie M,, bei Eingabe z, eine akzeptiert immer und eine nie.

Sei wy die Kodierung einer Maschine, die nichts akzeptiert, w, die Kodierung einer
Maschine, die alles akzeptiert und f(w,z) die Kodierung einer Maschine, die das
Gleiche macht, wie M,, bei Eingabe x. So eine a8t sich aus w und z berechnen, da
w nur eine Initialisierung vorgeschaltet werden braucht, die das erste Band l6scht,
dann z draufschreibt und den Kopf richtig positioniert. Die akzeptierte Sprache ist

0 = L(My,), fallsz € L(M,)

L M w,T =
( f( ,)) {Z* = L(M,,), sonst.

Die Reduktion zu a) ist dann w#z — f(w,z)#w; (Worter, die nicht von der
Form w#z sind, werden auf ¢ ¢ Eq abgebildet). Die Reduktion zu b) ist w#z —
f(w, z)#w, (andere Worter als w#z genauso wie bei a). Beide Reduktionen sind
berechenbar, weil f berechenbar und wy und w; konstant sind. Es gilt
wH#z € H = z € L(My) = L(Mfw.)) = L(My,) # L(Muy,)
== f(wyx)#wl € qu f(’ll],.’zv)#’lﬂo ¢ Eq

und

wis ¢ H = z ¢ L(M,) = L(Mjpz) = L(My,) # L(My,)
= f(w,z)#wo € Bq, f(w,z)#w ¢ Eq

Insbesondere also
fw,z)#w, € Eq < w#zr € H < f(w,z)#wp € Eq.

Zu c): wére Eq rekursiv aufziihlbar, dann auch H nach a), Aufgabe 9 und Satz 2.3
der Vorlesung. Dann wére aber nach Satz 1.2 der Vorlesung H entscheidbar, im
Widerspruch zu einem Korollar zu Satz 2.2 der Vorlesung. Wire Eq rekursiv, dann
nach b), Aufgabe 9 und Satz 1.2 der Vorlesung auch H. Gleicher Widerspruch wie
oben.
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